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1 Einleitung

Das noch recht junge Gebiet der Quanteninformation beschaftigt sich mit der Frage,
welchen Einfluss nichtklassische Eigenschaften quantaler Objekte auf die Art und Weise
haben, in der Information in ihnen kodiert wird. Diese Quantenobjekte konnen zum Bei-
spiel einzelne Atome, Ionen oder Photonen sein. Die Information wird in den Freiheits-
graden des Systems kodiert, also zum Beispiel in der Polarisation einzelner Photonen,
wie es auch in der vorliegenden Arbeit geschieht.

Betrachtet man Systeme aus mehreren Quantenobjekten, so gibt es nach dem in der
Quantenmechanik fundamentalen Superpositionsprinzip bestimmte Zustande, deren Ei-
genschaften in starkem Gegensatz zur klassischen Beschreibung der Natur stehen.
Diese Zustande heiflen ”verschrankt”. Sie zeichnen sich unter anderem dadurch aus,
dass sie nicht vollstindig durch die Eigenschaften der einzelnen Quantenobjekte, die das
Gesamtsystem bilden, beschrieben werden kénnen.

Insbesondere waren es die wechselseitigen Eigenschaften (Korrelationen) in verschrink-
ten Zweiteilchensystemen, die schon EINSTEIN, PODOLSKI und ROSEN 1935 dazu brach-
ten, die Vollstindigkeit der quantenmechanischen Beschreibung der Natur in Zweifel zu
ziehen [1].

Aus heutiger Sicht der Quanteninformationstheorie sind es gerade die verschriankten
Zustande, die es uns erlauben, Information in klassisch nicht vorstellbarer Art zu kodie-
ren und zu iibertragen. Dabei gibt es so genannte maximal verschrankte Zustande, bei
denen die nichtklassischen Eigenschaften am deutlichsten zu Tage treten.

In den meisten Experimenten, die sich die Verschrankung zweier Quantenobjekte zu-
nutze machen, um Information nichtklassisch zu iibertragen, ist die Messung in der so
genannten Bell-Basis notig. Sie ist eine Basis aus maximal verschriankten Zweiteilchen-
zustinden, den Bell-Zustinden. Ohne eine solche Messung, beziehungsweise Projektion,
kann man die Ressource der Verschriankung in den Systemen nicht ausniitzen.
Beispiele hierfiir sind etwa das Teleportieren[2] oder das superdichte Quantenkodieren
[3], welches ich in dieser Arbeit durchfithren werde.

Die Messung in der Bell-Basis ist in diesen (und vielen anderen) Protokollen zur Ver-
schrankung unabdingbare Voraussetzung fiir das Auftreten der nichtklassischen Phano-
mene. Speziell im Falle des superdichten Quantenkodierens ist es notig, dass die Informa-



tion, die von einer Partei (A) in ein quantales System kodiert worden ist, indem sie einen
der vier Bell-Zustidnde prapariert, von einer anderen Partei (B) ausgelesen werden kann.
Dazu miissen von B die vier Zustdnde unterschieden werden kénnen. Diese Aufgabe
nennt man auch Bell-Zustandsanalyse oder Bell-Zustandsunterscheidung. Wenn nicht
alle vier Bell-Zustande unterschieden werden konnen, kann B auch nicht die gesamte
Information aus dem System extrahieren.

Es wurde jedoch gezeigt, dass die vier Bell-Zustande mit passiven linearoptischen Mitteln
(dazu gehoren alle "iiblichen” optischen Elemente wir Strahlteiler und Phasenschieber)
nicht perfekt unterschieden werden kénnen [4]. Tatsdchlich kann man maximal zwei der
vier Zustande mit Sicherheit unterscheiden.

Wie wir genau sehen werden, kann die Wirkung der Bell-Zustandsanalyse durch ein
CNOT-Gatter beschrieben werden. Die experimentelle Realisierung eines solchen Gatters
wiirde einen Schritt hin zu vernetzten Gatter-”Schaltungen” in einem Quantencomputer
bedeuten, da das CNOT-Gatter zusammen mit anderen, leicht realisierbaren, Gattern
durch Vernetzung die Durchfiihrung jeder unitiren Berechnung ermoglicht.

Um die vollstindige Bell-Zustandsanalyse durchfiihren zu konnen, folge ich in dieser
Arbeit einem Vorschlag von KwWIAT und WEINFURTER [5], und mache Gebrauch von
der zusatzlichen Energie-Zeit Verschriankung der maximal polarisationsverschriankten
Photonenpaare aus spontaner parametrischer Fluoreszenz. Man kann die Bell-Zustinde
somit in einem hoherdimensionalen Hilbertraum analysieren und umgeht somit die Be-
schrankungen durch linearoptische Elemente.

Dadurch wird es mir moglich sein, alle vier Bell-Zustande unterscheiden zu konnen und
somit optimales superdichtes Quantenkodieren zu prasentieren.
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2.1 Klassische Informationstheorie

2.1.1 Einfithrung

Die klassische Informationstheorie beschiftigt sich mit der Kommunikation zwischen
zwei oder mehreren Parteien und wurde hauptsichlich durch SHANNON 1948 begriindet

Kanal
“Hallo” ...1100101... “Hallo”

Sender Kodierer Dekodierer  Empfanger

Abbildung 2.1: Der klassische Kanal



[6]. Er untersuchte das Problem, dass eine Nachricht von einer Stelle — dem Sender —
iiber einen so genannten Informationskanal zu einer anderen Stelle — dem Empfinger —
iibermittelt werden soll. Die Nachricht kann auf ihrem Weg iiber den Kanal verrauscht,
also teilweise abgeindert werden, zum Beispiel durch im realen System stets vorhandene
Storeinfliisse.

Die Nachricht enthélt eine bestimmte Menge an Information, die man als das eigentliche
Gut des Transports bezeichnen konnte. Eine der grofien Leistungen der Shannonschen
Theorie ist ein mathematischer Formalismus, der die Quantifizierung dieser Menge an
Information erlaubt. Damit wurde es méglich, so wichtige und zentrale Begriffe, wie den
Informationsgehalt einer Nachricht oder die Kapazitit eines Kanals, exakt zu definieren.
Unter anderem konnte man die minimalen Ressourcen bestimmen, die man fiir bestimm-
te Vorgange wie den Transport oder die Speicherung von Nachrichten, beziehungsweise
deren Informationsgehalts, benotigt.

Die Nachricht, sowie das Auftreten ihrer Bestandteile, wird dabei rein statistisch behan-
delt. Uber eine etwaige Bedeutung der Information, also wie sie welche Auswirkungen
in einem bestimmten Kontext auf uns und die physikalische Welt haben konnte, wie sie
also interpretiert wird, macht die Theorie keine Aussagen [6].

In diesem ersten Abschnitt meiner Arbeit werde ich ein paar grundlegende Begriffe
der Informationstheorie einfithren. Dabei beschranke ich mich im Wesentlichen auf die
Themen, die fiir das Verstandnis der Ausfiihrungen in den darauf folgenden Abschnitten
notwendig sein werden. Eine zentrale Rolle spielen hierbei die Begriffe der Entropie, der
gegenseitigen Information (Kap. 2.1.3) und der Kanalkapazitat (Kap. 2.1.5).

2.1.2 Ein einfaches Kommunikationsmodell

Die Kommunikation zwischen zwei Parteien, dem Sender und dem Empfianger, geschieht
in einem sehr einfachen Modell folgendermafien (Abb. 2.1): Der Sender' (”Nachrich-
tenquelle”) will eine Nachricht zum Empfiinger? schicken; diese Nachricht liegt in einer
konkreten Form (Sprache, Schrift, elektronische Datei, eine Funktion der Zeit, ...) vor,
die nicht naher spezifiziert, sondern abstrakt behandelt wird. Diese Nachricht wird auf
Senderseite vom ”Kodierer” in eine Form gebracht, die zur Ubertragung iiber den Kanal
geeignet ist. Der Text eines Zeitungsartikels konnte zum Beispiel in diesem Schritt in
eine Folge von wohldefinierten Zeichen im ASCII-Code abgebildet werden, die dann in
(Spannungs-) Pulse einer digitalen Logik umgesetzt werden. Der Kanal ist das physika-
lische Medium, das den Informationstransport ermoglicht. Zum Beispiel kann man sich
ein Netzwerkkabel, in dem elektrische Pulse laufen, oder die Funkiibertragung iiber elek-
tromagnetische Wellen vorstellen. Aber auch ”menschlichere” Medien wie die Luft, in
der sich Schallwellen ausbreiten, konnen als Kommunikationskanal interpretiert werden.

'Wird hiufig mit ” Alice” bezeichnet.
2Wird hiufig mit ”Bob” bezeichnet.



Auf der Empféangerseite sorgt der ” Dekodierer” dafiir, dass die Signale des Kodierers fiir
den Empfanger wieder verstandlich werden, der sie schlussendlich als ” Nachrichtensenke”
behalt. Es soll uns nicht weiter interessieren, was dann damit geschieht, also ob der
Empfanger die Nachricht vielleicht speichert, weiterschickt oder verarbeitet.

Haufig spielt bei allgemeinen Betrachtungen der Nachrichtendbertragung die Unterschei-
dung zwischen Nachrichtenquelle und Kodierer beziehungsweise zwischen Nachrichten-
senke und Dekodierer eine untergeordnete Rolle — im Gegensatz zu dem sehr reichen
Feld der Kodierungstheorie, die sich unter anderem mit der Frage beschaftigt, wie man
moglichst effizient — also unter Verwendung moglichst geringer zeitlicher oder raumlicher
Ressourcen — Nachrichten ohne Verlust der Information in eine andere Form tiiberfiithren
(kodieren) kann.

Dieses Modell dient nur dazu, sich eine Vorstellung von dem Prozess der Nachrich-
teniibertragung zu machen. Wir werden es im Folgenden noch verfeinern und mathema-
tisch beschreiben.

2.1.3 Informationsgehalt und Entropie

Eine diskrete Quelle besitzt einen endlichen Vorrat von N Symbolen

A= {al,az, ...,CLN}, (21)

aus dem zum Zweck der Nachrichteniibertragung eine wiederum diskrete und endliche
Sequenz von Symbolen ausgewéhlt und versendet wird. A heifit Alphabet oder Symbol-
vorrat der Quelle; seine Elemente werden Zeichen oder Symbole genannt.

Alternativ kann man kontinuierliche Symbolmengen zulassen; wir beschrianken uns hier
auf den diskreten Fall. Die Quelle heifit geddchtnislos, wenn die Auswahl der Symbole
statistisch unabhangig erfolgt.

Man kann die Quellennachricht als eine Folge von unabhéangigen und identisch verteil-
ten (u.i.v.) Zufallsvariablen X7, X5, ... modellieren, wobei jedes X; (i = 1,2, ...) die
Werte a1, ag, ...,ax mit den Wahrscheinlichkeiten p(ay), p(ag), -..p(ay) annimmt. Die-
se Wahrscheinlichkeiten versteht man als relative Haufigkeiten der Symbole a; in einer
groflen Menge von Nachrichten, da ihr Vorkommen ja nicht zufillig, sondern vom Sender
bestimmt ist. Es gilt 31" | p(a;) = 1 und p(a;) > 0, da nicht auftauchende Symbole aus
A gestrichen werden konnen.

Betrachtet man etwa einen Text in deutscher Sprache als Nachricht, so haben die X;
Werte, die die Buchstaben des Alphabets darstellen und die p(a;) geben die relative
Hiufigkeit der einzelnen Buchstaben in typischen deutschen Texten an, z.B.> p(a;) =

p('a’).

3An diesem Beispiel erkennt man, dass die Unabhingigkeit der X; in realen Systemen nicht immer
gegeben ist, so wird z.B. X; ;1 ='i' nach X; ='e’ mit groflerer Wahrscheinlichkeit auftreten, als an
einer beliebigen Stelle in der Nachricht.




Informationsgehalt

Wenden wir uns der Frage zu, wie viel Information vom Sender zum Empfinger gelangt,
wenn diesen ein bestimmtes Zeichen X = x € A erreicht. Es ist klar, dass die Menge
an Information die den Empfanger beim Auftreten dieses Ereignisses erlangt, nicht vom
Symbol selbst abhéngt (sei es ein ’a’, eine ’0’ oder ein ’Q’), sondern nur durch die
Wabhrscheinlichkeit p(x) seines Auftretens in allgemeinen Nachrichten bestimmt ist.
Man kann sich zum Beispiel ein Spiel mit einer Miinze vorstellen, bei dem in Abhéngig-
keit vom Auftreten des Symbols ”Kopf” oder ”Zahl” bestimmte Ereignisse geschehen
sollen (wie zum Beispiel bei einer Wette). Dann ist es vollkommen unerheblich, wie die
Miinze aussieht, sprich welche konkrete ”Form” das Symbol hat. Wichtig ist nur die
Wahrscheinlichkeit, mit der die Symbole auftreten, hier jeweils 50%.

Ist p(z) = 1 (und somit p(y) = 0 fiir alle anderen Zeichen y # ), so kann das Zeichen z
keine Information iibertragen, da sein Auftreten sicher (vom Empfénger vorhersagbar)
ist. Dementsprechend kann einem sehr ”seltenen” Symbol z, also 0 < p(z) < 1, ein
hoher Informationsgehalt zugeordnet werden.

Folgende Uberlegung macht das plausibel: Stellen wir uns vor, wir wiirden die Buchsta-
ben einer deutschen Textnachricht binar kodieren, also jedem Buchstaben einen endli-
chen ”Bitstring” — eine Folge von Nullen und Einsen — zuordnen; und zwar mochten wir
das moglichst effizient machen, die Lange des Bitstrings also moglichst gering halten.
Dann wird man héufig vorkommenden Buchstaben (p groff) wie e’ oder ’a’ eine sehr
kurze Sequenz zuordnen, seltenen (p klein) wie 'y’ oder ’q’ einen ldngeren. Umgekehrt
gesehen erhalten wir nun durch das Auftreten des Buchstabens ’q’ viel mehr Information
iiber den Bitstring als von einem ’a’. Man benotigt also mehr Bit, um die Information
eines seltenen Buchstabens zu speichern.

Wir fordern daher, dass der noch zu definierende Informationsgehalt I(x) eines Symbols
x umso hoher sei, je unwahrscheinlicher bzw. seltener sein Auftreten ist. Ferner soll sich
die gesamte iibertragene Information einer Nachricht der Lange L aus der Summe der
Informationsgehalte seiner Zeichen zusammensetzen

I(Nachricht) = I(x;) + I(x2) + ... + I(xp).

Unter diesen Bedingungen kommt man auf sehr natiirliche Weise [6] auf das logarithmi-
sche Informationsmaf
I(z):=—logyp(x) >0, z€A (2.2)

Die Basis des Logarithmus ist grundsatzlich frei wahlbar. Eine Definition in einer anderen
Basis b > 0 impliziert lediglich einen konstanten Faktor log, b im Informationsgehalt. Wir
folgen der weithin iiblichen Konvention, den Logarithmus zur Basis zwei zu nehmen und
die Einheit ein ”bit” (engl. basic indissoluble information unit — nicht weiter auflésbare
Informationseinheit) zu nennen*.

4Wir unterscheiden zwischen der informationstheoretischen Einheit ”bit” und der zweiwertigen Grofe
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Das Anhédngen des Wortes ”bit” an den strenggenommen dimensionslosen Wert des
Informationsgehaltes erinnert also explizit an unsere Wahl der Basis 2.

Beispiel

Hat man ein zweiwertiges Alphabet A = {a; = 0,ay = 1} vorliegen, deren zwei Zeichen

mit gleicher Wahrscheinlichkeit p = p(a;) = p(az) = % auftreten, so kann auch jedes
iibertragene und vom Empfianger ausgelesene X = x € A die zwei Werte 0 oder 1

annehmen und somit genau 1 bit Information iibertragen:
1
I, = —10g§ =1 bit.

Ein Bitstring der Lénge n, also n solcher Zeichen zusammen, hat einen Wertebereich
von 2" Zusténden aus {0, 1}" und kann bei Gleichverteilung (p = 5-) dementsprechend

1
I, = —10g2—n = n bit
reprasentieren. An dieser Stelle wird die logarithmische Definition des Informationsge-
halts plausibel, da n Zeichen, von denen jedes 1 bit Information trigt, n - 1 bit = n bit
kodieren konnen, wahrend ihr Wertevorrat exponentiell mit der Lange der Zeichenkette
wachst.

Entropie

Eine zentrale Rolle in der Informationstheorie nimmt die (Shannon-) Entropie H(X)
einer Zufallsvariable ein. Die Bezeichnung Entropie verdankt diese Grofle ihrer - nicht
nur formalen — Ahnlichkeit mit der gleichnamigen Grofe aus der statistischen Thermo-
dynamik, die die Unordnung eines Systems beschreibt. Es ist in diesem Umfeld sehr
hilfreich, mit der Entropie zwei Vorstellungen zu verkniipfen und sich klar zu machen,
dass sie dquivalent sind: Die Entropie einer Zufallsvariable® X ist ein Ma8 fiir

1. die Unsicherheit iber den tatsichlichen Wert von X bevor man ihn erfahrt.

2. die Information, die man gewonnen hat, nachdem man Kenntnis vom tatsachlichen
Wert von X erlangt hat.

Wir definieren die Entropie formal als den mittleren Informationsgehalt der Zufallsva-

riable X:
H(X) = Y ple) - 1(2) = = 3 pla) -logp(a). (23)

”Bit” (engl. binary digit), die nur 0 oder 1 sein kann und genau 1 bit Information reprasentieren
kann. Schreibe die Basis im Folgenden nicht mehr mit an: log := log,.

®Da die Entropie nur von der Wahrscheinlichkeitsverteilung px = {p(x)}, € A abhiingt, ist es bei
u.i.v. Variablen aquivalent, von der Entropie der Zufallsvariable, der Quelle oder einer Nachricht zu
sprechen.

11
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Abbildung 2.2: Die binédre Entropie als Funktion der Wahrscheinlichkeit p = p(0) =
1 —p(1). Man beachte die Symmetrie Hy;,(p) = Hpin(1 — p).

Sie hangt nur von der Wahrscheinlichkeitsverteilung p = px von X ab und ist somit ma-
thematisch exakter formuliert ein Funktional auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen®. Ab hier konnen wir auch p(x) = 0 zulassen, wenn wir 0log0 := 0 definieren,
was durch eine Grenzwertbetrachtung leicht gerechtfertigt werden kann.

Eine wichtige Interpretation der Entropie folgt aus Shannons Theorem zum rausch-
freien Kodieren [6, 7], das besagt, dass man im Mittel H(X) bit pro Quellenzeichen
bendtigt, um die gesamte Information der Nachricht zu kodieren (oder zu speichern),
wenn H(X) = H(X,) = H(X;) = ... die Entropie der Quelle ist. Eine verlustfreie Kom-
pression unter diese Marke ist nicht méglich, d.h. H(X) ist ein sehr verniinftiges Maf}
fiir die Information einer Nachricht — die ja unabhingig vom Kompressionsgrad sein soll.
Aus der Definition folgt, dass sie genau bei Gleichverteilung (Vz € A : p(z) = &, wo
N := |A]) maximal und gleich dem konstanten, fiir alle z gleichen, Informationsgehalt
I(z) =log N ist:

H(X)<log|A| und H(X)=1logl|A| < X gleichverteilt (2.4)

Beispiel: Binare Entropie

Eine Nachricht aus einer zweiwertigen und u.i.v. Quelle mit

A=1{0,1}, p(0)=p, p(1)=1-p (2.5)

6Tch verzichte auf den Index X in px (z), wenn klar ist, dass die Verteilung der Variable X gemeint ist.
Man beachte, dass somit p(z) # p(y) auch fiir z = y sein kann, da zwei verschiedene Verteilungen
px bzw. py gemeint sind.

12



bei der an jeder Stelle mit Wahrscheinlichkeit 0 < p <1 eine 0 bzw. 1 — p eine 1 steht,
hat die Entropie

H(X) = Hyin(p) :== —(p-logp+ (1 — p) - log(1 — p)) (2.6)
pro Zeichen (siehe Abb. 2.2). Die Entropie ist maximal, ndmlich H(X) = 1 bit fiir eine
gleichverteilte Quelle, p=1—p = % H(X) =0, wenn p =1 (p=0), da die Nachricht
dann nur mehr aus Nullen (Einsen) besteht und keine Information mehr trégt.

Ein fairer Miinzwurf 7] (p = ) hat demnach H =1 bit.

2.1.4 Gegenseitige Information

Quell- und Zielsymbolvorrat Ax und Ay miissen nicht notwendigerweise iibereinstim-
men. Im allgemeinsten Fall kommt von der Quelle eine per px verteilte Grofle X iiber
den Kanal, die gemif} einer bedingten Wahrscheinlichkeitsverteilung p(y|z) das Ereignis
Y = y beim Empfanger auslost. Die Verteilung von Y ist dann vorgegeben; ich nenne
sie py.

p(y|z) ist die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, dass der Empfinger Y = y sieht, unter
der Voraussetzung, dass der Sender X = z schickte. Die |Ay| x |Ax|-Matrix mit den
Eintrégen p(y|z) (z € Ax,y € Ay) wird daher auch Transfermatrix genannt.

Was lernt der Empfinger aus dem Auftreten des Symbols Y = y iiber das gesendete
Symbol X = z7 Oder mit anderen Worten: wie viel Information iiber das gesendete
Symbol enthilt das empfangene Symbol? Die Antwort gibt die gegenseitige Information
I(X:Y),
[(X:Y):= log PATY)_ 2.

(X5 = oplen) log S0 (27)
Die p(x, y) sind die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten, dass = gesendet und y empfangen
wird. Die Bezeichnung ” gegenseitig” riihrt von der Symmetrie (X : Y) = I(Y : X) her,
die man direkt aus der Definition ablesen kann.
Man kann die gegenseitige Information von X und Y verstehen als die iiber alle x € Ax
und y € Ay gemittelte Distanz’ zwischen der gemeinsamen Verteilung p(z,y) und dem
Produkt ihrer Einzelverteilungen p(z) - p(y).

Die gegenseitige Information ist null, d.h. aus Y kann iiberhaupt nicht auf X geschlossen
werden, wenn X und Y statistisch unabhangig sind, also pxy = px : py. In diesem
Fall wird keine Information iibertragen, da gesendete und empfangene Daten ganzlich
unkorreliert sind. Eine kurze Rechnung ergibt ferner

I(X:Y)< H(X), I(X:Y)<H(Y). (2.8)

Dieses interessante Resultat werden wir im néchsten Abschnitt iiber die Kanalkapazitat
interpretieren.

"Gemeint ist die Kullback Leibler Distanz bzw. die relative Entropie der Verteilungen [8].

13



331 1 — Perr yl

peT”l’

pe’f’?”‘

X
2 1 — Perr y2

Abbildung 2.3: Ein symmetrischer bindrer Kanal mit Fehlerwahrscheinlichkeit p,,..

Beispiel: Symmetrischer binarer Kanal

In einer Situation, wie sie in Abb. 2.3 schematisiert ist, sind auf Sender- und Empfanger-
seite je zwei verschiedene Symbole erlaubt, also Ay = {x1,22}, Ay = {y1,y2}. Dabei
tritt bei der Ubertragung jedes Zeichens mit Wahrscheinlichkeit p,,,. ein ”Fehler” auf,
was bedeuten soll, dass durch den Kanal z; — y5 oder x5 — y; abgebildet wird.

Fiir einen rauschfreien Kanal gilt p... = 0. Ist die Entropie der Quelle maximal, also
H(X) = 1 bit, impliziert dies p(z1) = p(z2) = 3 und damit I(X : Y) = 1 bit®. Die
Transfermatrix ist im Fall p..., = 0 die Einheitsmatrix. Der Empfanger in diesem Fall
also die volle Information iiber die Nachricht erhalten, wiahrend Rauschen auf dem Kanal

(0 < perr < 1) die gegenseitige Information reduziert:

Im Allgemeinen Fall man die Elemente der Transfermatrix des symmetrischen biniren
Kanals als

p(y1|$1) = 1- Perr p(y1|$2) = Perr (29)
p(y2|$1) = DPerr p(y2|$2) =1— Perr (2.10)

mit 0 < perr < 1 schreiben.
Tritt bei der Ubertragung ein Fehler, also z; — y;, 7 # j mit Wahrscheinlichkeit pe,,
auf, so gilt [8]

I(X :Y) <1— Hyin(Perr)- (2.11)

Wenn p,,, = %, ist Hpin(Perr) = 1 bit und damit I(X : Y) = 0, schliefllich ist das
Auftreten von Y = y;/, in diesem Fall vollkommen zuféllig und unabhingig von X.
Man beachte, dass I(X : Y) wieder maximal fiir pe,, = 1 ist. Dann werden nadmlich
alle Symbole deterministisch vertauscht, was dquivalent zum rauschfreien Kanal nach

Neudefinition des Alphabets zu A} := {y] = ya, y4 = y1} ist (vgl. dazu Abb. 2.2)!

8Da die Zeichen bijektiv aufeinander abgebildet werden, gilt dann natiirlich H(Y) = H(X).
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Fiirpeyr = 0 ergibt sich in Ubereinstimmung mit dem oben gesagten Hp,, (Perr) = 0, und
damit I(X : Y) =1 bit.

2.1.5 Die Kanalkapazitat

Wenden wir uns nun Frage zu, wieviel Information vom Sender zum Empfanger iiber
einen bestimmten Kanal maximal gelangen kann, der sogenannten Kanalkapazitat. Bei
gegebener Sendefrequenz definiert diese Grofle die maximale Transmissionsrate. Denkt
man etwa an die Verbindung zweier Rechner iiber ein Netzwerk, so ist es wichtig zu
wissen, wie viel Information vom einen zum anderen iiber das Netzwerkkabel wahrend
einer bestimmten Zeitspanne iibertragen werden kann.

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die Information, die Sender und Empfanger
iiber einen Kanal austauschen kénnen, durch den Ausdruck (2.7) gegeben ist. Schreibt

man diesen zundchst ein wenig um, indem man p(z,y) = p(y|x)p(z) sowie p(y) =
Y. P(y|z)p(x) in Gl 2.7 einsetzt, so erhélt man
Zp ylz) p(z) - log p(y|z) : (2.12)

> Pyl2) p(a')

Daraus kénnen wir ablesen, dass (X :Y') nur von der Transfermatrix p(y|z) des Kanals
sowie der Wahrscheinlichkeitsverteilung py und damit der Entropie H(X) der Quelle
abhangt. Da wir die Kapazitat des Kanals selbst — also die maximale Menge von In-
formation unabhéngig von der Quelle oder ihrer Nachrichten bzw. deren Verteilungen —
definieren wollen, schreiben wir

C:=maxI(X:Y). (2.13)
{px}

Das Maximum ist iiber alle Verteilungen der Quelle zu bilden. C' ist somit unabhéngig
von der Verteilung der Quelle und ausschliefllich gegeben durch seine Transfermatrix.
Eine verlustfreie Ubertragung von Information jenseits der Kanalkapazitit ist nicht
moglich.
In Abb. 2.4 ist die Kapazitit des symmetrischen biniren Kanals (siehe oben), C' =
1 — Hyin(perr) gezeigt. Sie ist maximal, wenn kein Rauschen auftritt, und C' = 0, wenn

der Kanal vollkommen verrauscht ist.
Wegen GI. 2.8, 2.4 ist

C <min{H(X),H(Y)} < min{log |Ax]|,log |Ay|}. (2.14)

Die Kapazitit eines Kanals zwischen einer Quelle mit | A x| Zeichen und einem Empfinger
mit einem Alphabet von |Ay| Zeichen kann also nicht groBer werden als der Logarithmus
der Machtigkeit des kleineren Alphabets. Insbesondere kann Bob nie mehr Information

einfach dadurch erhalten, dass er sein Alphabet einseitig vergrolert (grofier als das von
Alice).
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Abbildung 2.4: Die Kapazitat C' des symmetrischen bindren Kanals ind Abhangigkeit
der Fehlerwahrscheinlichkeit pe,..

Beispiel

Ist das Alphabet auf Sender- und Empfangerseite zweiwertig |Ax| = |Ay| = 2, folgt
gemaf Gl. 2.14 und 2.4, dass C' < log2 = 1 bit ist. Diese obere Grenze wird auch
tatsdchlich erreicht, wenn die Quelle gleichverteilt und der Kanal rauschfrei ist, wie wir
weiter oben in diesem Abschnitt gesehen haben. Andererseits kann die Kapazitiat des
Kanals auch null sein (vgl. Gl. 2.11), wenn das Rauschen maximal und statistisch ist.
Bei vierwertigen Alphabeten |Ax| = |Ay| = 4, also zum Beispiel

Ax = Ay ={00,01,10, 11}, kann die Kapazitét nie grofler als H(X) = H(Y) =log4 =
2 bit sein. Eine einseitige Vergroflerung des Alphabets — etwa in dem Fall, dass der
anderen Partei diese Malnahme nicht mitgeteilt werden kann — kann keine Erweiterung
der Kanalkapazitat iiber 2 bit, und damit auch keinen Informationsaustausch mit mehr
als 2 bit pro Symbol, bewirken.

2.2 Quanteninformationstheorie

Im vorigen Abschnitt befassten wir uns mit der Frage, wie man Information mathema-
tisch beschreiben kann. Es ist wichtig sich klarzumachen, dass jedem Vorgang, bei dem
Information transportiert, verarbeitet oder gespeichert wird, ein physikalischer Prozess
zugrunde liegt. Man denke zum Beispiel an die menschliche Sprache, die Informati-
onsiibertragung in oder zwischen elektronischen Rechnern, oder die Signalverarbeitung
im Gehirn. Stets ist ein physikalisches Medium (Schallmedium, elektrische Leitungen,
elektromagnetische Wellen, synaptische Verbindungen etc.) vorhanden, das durch seinen
Zustand die Information reprisentiert. Ubergéinge zwischen verschiedenen Zustinden
konnen als Verarbeitung der Information gedeutet werden.

16



Das informationstheoretisch einfachste nichttriviale System hat genau zwei unterscheid-
bare Zusténde (etwa 0 und 1) und kann somit genau 1 bit Information reprisentieren.
Ein solches klassisches Zweiniveausystem wird in jedem elektronischen Rechner millio-
nenfach implementiert. Die zwei Zustdnde der physikalischen Realisierung werden geméaf
der (zweiwertigen) Booleschen Logik interpretiert und verarbeitet.

Ein solches System, das genau ein ”Bit” darstellt, wird durch eine sehr groflen Anzahl
mikroskopischer Teilchen, wie Elektronen, Atome oder Molekiile realisiert. Untersucht
man jedoch die Situation, dass die Information in den Zustanden einzelner Teilchen
kodiert wird, ergeben sich vollkommen neue Moglichkeiten.

Die Objekte, mit denen wir es namlich dann zu tun haben, folgen nicht mehr den Ge-
setzen der klassischen Physik, sondern miissen durch die Quantentheorie beschrieben
werden; und deren Implikationen haben uns schon mehr als einmal dazu gezwungen,
unsere Vorstellungen von der Welt des Allerkleinsten zu revidieren oder zumindest zu
erweitern.

2.2.1 Quantales Zweiniveausystem
Definition des Qubits

Das quantale Zweiniveausystem wird in Analogie zum klassischen Fall ”Qubit” genannt
und den Prinzipien der Quantenmechanik gem&fl durch einen Vektor 1) in einem zwei-
dimensionalen komplexen Hilbertraum Hy beschrieben. Dessen — grundatzlich belie-

big ausgezeichnete — Basisvektoren nennen wir |0) = ( (1) ) und [1) = ( (1) ), also

H, = span{|0), 1)} (der Punkt auf dem Gleichheitszeichen soll daran erinnern, dass das
Gebilde rechts davon nur die Darstellung in einer bestimmten Basis ist).

Im entscheidenden Gegensatz zum klassischen Fall ist der (reine) Zustand |¢) des Qubit
wegen der Moglichkeit koharenter Superposition der Basiszustinde

«

\w):a\0)+ﬁ|1>£(ﬁ>, a,BeC (2.15)

nicht mehr durch einen einzigen binaren Wert vollstandig charakterisierbar, sondern
durch zwei komplexe Gréflen o und S. Die Normierung des Zustandes ergibt die Forde-
rung

o> +18/* = 1. (2.16)
Mit den Definitionen
, 6 , 0
e'? cos 5 =@ eilete) sin§ =0, 0€l0,7], pel0,2n], ¢€0,2n]. (2.17)

schreibt sich GL 2.15 dann als |1) = €% (cos & |0)+€'? sin £ |1)). Der globale Phasenfaktor
€ beeinflusst nicht das Ergebnis einer Messung an diesem Zustand [7], er kann also
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weggelassen werden. Unser Qubit ist damit charakterisiert durch zwei reelle Parameter
6 und ¢:

) = cosg 0) + e sing 1), 6€l0,7], ¢ €[0,27] (2.18)

Die Blochsphare

Der komplexe zweidimensionale Vektor |¢) des reinen Qubitzustands kann entsprechend
2.18 durch einen Punkt auf der Oberfliche der dreidimensionalen Einheitskugel — die
in diesem Zusammenhang Blochsphdre genannt wird — mit den Kugelkoordinaten (r =
1,0, ¢) visualisiert werden (Fig. 2.5).

Der Vektor vom Ursprung zu (r = 1,0, ¢) heifit ”Blochvektor”. Orthogonale Zustinde
|th1) und [1h9), also Zusténde, fiir die (¢4]1)2) = 0 gilt, entsprechen gegeniiberliegenden
Punkten auf der Blochsphare.

Die Zustande
1

Py = 0+ )
1

M) = (1) = (0)
1 .

D) = (i)

R) = —(1)—il0)) (2.19)

S

2

definieren die zu {|0),|1)} konjugierten® Basen {|P),|M)}) bzw. {|L), |R)}.

Die Notation antizipiert die Interpretation als unter plus/minus 45° linear bzw. rechts-
/linkszirkular polarisierten Photonen.

Besonders den beiden ersten Zustinden aus Gl. 2.19 werden wir in dieser Arbeit noch
sehr héufig begegnen.

Bei "fahrlissig klassischer” Betrachtung scheint es moglich, in einem einzigen Qubit-
Zustand — der ja nach Kap. 2.2.1 durch zwei reele Parameter 6, ¢ charakterisiert ist —
nahezu beliebig viel Information zu speichern und mit ihm zu transportieren. Immerhin
besteht die Blochsphére aus unendlich vielen Punkten!

Zum Beispiel konnte man den Inhalt seiner Festplatte als Binardarstellung einer oder
zweier reeller Zahlen interpretieren, auf geeignete Bereiche skalieren und in # und/oder
¢ kodieren, was zwar experimentelle, nicht jedoch prinzipielle Probleme birgt.

Dieses System konnte nun zu einer anderen, entfernten Partei gesendet und von dieser
ausgelesen werden, sodass mit denkbar geringen Resourcen (einem einzigen Quant) eine
beliebig grofle Menge Information iibermittelt worden ware.

9 Alle Basiszustiinde einer Basis sind in einer anderen Basis vollkommen ununterscheidbar; in H, gibt
es jeweils Tripel von paarweise konjugierten Basen.
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Abbildung 2.5: Jeder Qubit-Zustand [¢)) = cos(#/2) |0) + €*?sin(6/2) [1) kann auf der
Blochsphéare dargestellt werden.

Wie ich spater noch genauer darlegen werde, ist dies nicht moglich. Das liegt daran,
dass das FErgebnis einer Messung an einem einzigen Exemplar eines Qubit-Zustandes
(also zum Beispiel einem einzigen Photon) keinen vollstindigen Riickschluss auf den
Zustand, der dieses Resultat bedingt haben konnte, zuldsst. Es gibt immer unendlich
viele andere Zustande, die das gleiche Resultat mit endlicher Wahrscheinlichkeit liefern.

Operationen auf dem Qubit

In der Quantentheorie ist nicht nur der (Hilbert-) Raum der Zusténde linear, sondern
auch alle Operationen O auf diesen Zustianden: Ist {|1;)} Y, eine beliebige Menge von
Vektoren aus dem Hilbertraum und [¢) =), [¢;), ¢ € C, so gilt

0 W) =0 (Z Ci Wz)) = Zci (O Wz)) (2-20)

Deswegen hat jeder Operator O, der auf Zustidnden aus unserem Qubit-Raum Hy ope-
riert, eine eindeutige Repréasentation als 2 x 2-Matrix, wenn vorher definiert worden ist,
in welcher Basis die Darstellung erfolgt. Wenn nichts anderes gesagt wird, verwenden
wir immer die Standardbasis {|0),[1)}.
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Unitare Operatoren

In der Quanteninformationstheorie sind unitire Operatoren U, U~! = Ut von beson-
derer Bedeutung. Sie beschreiben eine Evolution des quantalen Systems, in der kein
Teilchenverlust auftritt. Insbesondere ist die unitire Evolution reversibel. Es tritt keine
Dekohérenz auf, die durch Wechselwirkung mit der Umwelt geschehen kann.

In der Matrixdarstellung eines unitaren Operators miissen sowohl seine Zeilen-, als auch
seine Spaltenvektoren normiert und orthogonal sein.
Das Skalarprodukt ist invariant unter unitdren Operatoren,

(Uih|Uth) = (1| UTU |ho) = (1 ]902) (2.21)

und insbesondere bleiben orthogonale Zustinde nach der Transformation orthogonal —
also in der mitgedrehten Basis ganzlich unterscheidbar. Unter realen experimentellen
Bedingungen hat man allerdings stets mit der Nichtunitaritdt (Absorbtion, thermische
Einfliisse etc.) der Systementwicklung zu rechnen. Ein grofier Vorteil von quantalen
photonischen Systemen ist die geringe Dekohérenz, also die geringe unerwiinschte Be-
einflussung durch die Umwelt.

Spezielle unitdare Operatoren

Die Vektoren der Standardbasis und der zu ihr konjugierten Basen (vgl. Gl. 2.19) sind
Eigenvektoren der durch die Pauli-Matrizen dargestellten unitiren und hermiteschen
Operatoren

ou= |P)(PI= )| = (
o= - = ()
o= m-myl =(y 5 (222)

mit den Eigenwerten 1. Zusammen mit der Identitdt 1 bilden diese drei Operatoren
einen vollstindigen Satz, d.h. jeder Operator A auf H, kann als komplexe Linearkombi-
nation A = ¢yl + ¢10, + c20, + €30,, co,...c3 € C geschrieben werden.

Auf dieser Tatsache basiert zum Beispiel die so genannte Zustandstomographie, die
eine vollstindige Charakterisierung des (nicht notwendig reinen) Qubitzustandes erlaubt,
wobei die Mittelwerte der Operatoren aus Gl. 2.22 durch wiederholte Messung an vielen
gleichen Exemplaren des Zustands ermittelt werden.
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Im Speziellen kann jeder positive Operator mit Spur gleich 1, also jeder Dichteopearator
mit einem geeigneten Vektor 7 € R? durch

1
p:§(1+r-a), wo G := | oy (2.23)

ausgedriickt werden. Der Vektor 7 reprasentiert p in der Blochsphire. In der Tat stellt
diese Definition eine Verallgemeinerung des Falles reiner Zustiande dar. Es gilt ||7]] < 1
und Gleichheit (Oberfliche der Kugel!) genau fiir reine Ziistdnde.

Der Dichteoperator beschreibt neben den reinen Zustanden so genannte gemischte Zu-
stande, die als statistisches Gemisch von Zustanden verstanden werden kénnen. Durch
Messung kann man iiber einen gemischten Zustand nie vollstandige Information erlangen,
da die Projektion seines Blochvektors auf alle Achsen immer kleiner als eins ist, d.h. es
gibt keine Basis, in der die Messung voraussagbar wére.

Photonische Qubits

In unserem Experiment realisieren wir die Qubits durch die Polarisationszustande ein-
zelner Photonen und -paare. Der Vorteil in der Polarisationskodierung liegt zum einen
an der geringen Dekoharenz, also unkontrollierten Wechselwirkung mit der Umwelt der
Lichtquanten, und zum anderen daran, dass sie einen Transport iiber makroskopische
Distanzen ermoglichen, im Gegensatz zu Implementierungen durch einzelne Atome oder
Tonen.

Unter realen Bedingungen, also auflerhalb des Labors, konnte somit Information mit
photonischen Qubits {iber mehr als 20 km in Luft ausgetauscht werden [9]. In Fasern
tritt das Problem der Doppelbrechung auf, die jedoch kompensiert werden kann (siehe
Kap. 4.5.1).

Auflerdem lassen sich unitire Qubit-Operationen am einzelnen Teilchen sehr leicht durch
Wellenplattchen realisieren, die einen Phasenschub zwischen zwei Polarisationsrichtun-
gen bewirken. In der Tat kann man leicht zeigen, dass eine Kombination von Viertel-
Halb- und Viertelwellenplattchen nacheinander geniigt, um alle unitaren Transforma-
tionen auf Hy, durchzufiihren.

Unsere Standardbasis-Vektoren nennen wir |H) = |0) fiir horizontale bzw. |V') = |1) fiir
vertikale Polarisationsrichtung. Wie schon erwihnt, benutzen wir die Symbole
|P),|M),|L),|R) fiir Polarisationszustinde unter +45° sowie links-/rechtszirkulares
Licht. Hier tritt eine Besonderheit der masselosen Photonen in Erscheinung, die be-
wirkt, dass man, um z.B. den Zustand |P) zu préparieren einen Polarisator um 45°
gegen die |H) entsprechende Horizontale drehen muss, wogegen in massiven Systemem
(Atomen,...) dieser Zustand einer zu ”|0)” senkrechten Raumrichtung entspricht'?.

10Da das Photon ein Spin-1 Teilchen ist, entspricht der Drehung der linearen Polarisation im (physika-
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2.2.2 Die von Neumann-Entropie

In Kap. 2.1.3 haben wir gesehen, dass die (Shannon-) Entropie H(X) so interpretiert
werden kann, dass sie den Informationsgewinn darstellt, wenn man Kenntnis iiber den
tatsachlichen Wert der zufallig verteilten Grofle X erhalt.

Wegen der intrinsischen Probabilistik Quantenmechanik kénnen wir im Allgemeinen
jedoch nicht mehr von "dem Wert” eines quantalen Systems bzw. einem eindeutigen
Messwert am Zustand sprechen. Wie wir in Kap. 2.2.3 ausfiihrlich darlegen werden, ist
im Allgemeinen nicht die gesamte Information iiber den Zustand zuganglich.

Die quantenmechanische Nachrichteniibertragung kann man sich in Analogie zum klas-
sischen Fall so vorstellen, dass Alice mit Wahrscheinlichkeit 0 < p; < 1 den Zustand |[1);)
firi=1,..., N prapariert (3_,p; =1).

Ein Zeichen X befindet sich in dieser Analogie in einem gemischten Zustand p,

p= sz' Vi) (il - (2.24)

Dieser Zustand wird von einem physikalischen, quantalen System zu Bob transportiert
(" Quantenkanal”). Bob kann dann eine Messung an ihm durchfiihren.

Definition

Die (quantale) von Neumann-Entropie eines gemischten Zustands p ist

N
S(p) == —tr{plogp} = = Y Ailog \;, (2:25)

i=1

wo X\ >0 (:=1,...,N :=dim H) die Eigenwerte der Dichtematrix p sind''. Die rechte
Seite von GL 2.25 hat die gleiche Form wie die Shannonsche Entropie H (Gl. 2.3) von
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung'? {p(z;) = )}~ ,. Das wird plausibel, wenn man
bedenkt, dass jeder Dichteoperator, also auch p, ein hermitescher Operator und damit
diagonalisierbar ist. In seiner Spektraldarstellung ist

p=D_ Wi Ivi) (il (2.26)

wobei p; = A; die Eigenwerte der Dichtematrix und (v;|¢);) = &;; sind. Man kann den
Dichteoperator also so schreiben (Gl. 2.26), dass er aussieht wie ein statistisches En-

cosf sinf

—sinf cos
Gegensatz zu atomaren Spins, wo konjugierte Basisrichtungen im Raum orthogonal stehen.

11'Wie bisher sei der Logarithmus log zur Basis zwei und 0log0 := 0 definiert.

12Da, p positiver Dichteoperator ist, sind alle Eigenwerte A; > 0 und trp = Y=L

lischen) Raum um 45° auch eine Drehung ( ) des Zustandsvektors um § = 45° —im
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semble orthogonaler Zustéinde {|¢!)}Y, mit der Verteilung'® {\;}}¥,. Die orthogona-
len Zusténde verhalten sich beziiglich ihrer (vollkommenen) Unterscheidbarkeit aber
wie klassische Zustande, was dazu fiihrt, dass die klassische Entropie H der Verteilung
{\i}Y, gleich der von Neumann-Entropie S(p) ist.

Aus Gl 2.25 folgt in Analogie zu Gl. 2.4

0<S(p) <logN mit S=0 & p=I¢) (¥ (rein) (2.27)
und S=1logN < p=1/N (max. gemischt). (2.28)
Beispiel
Folgendes einfache Beispiel kann den Unterschied zwischen klassischer und von Neumann-
Entropie besonders deutlich aufzeigen: Angenommen, Alice generiert mit jeweils 50%
Wahrscheinlichkeit einen der Zusténde |H) und |P):

p= g+ P =g (7 1) (229)

N =

Bob bekommt diesen Zustand und misst. ” Klassisch” betrachtet konnte man meinen,
dass Bob die — nicht identischen — Zustinde unterscheiden und H = log2 = 1 bit
Information pro Symbol gewinnen kénnte, wenn wir einen rauschfreien Kanal betrachten.
Dementsprechend wiirde man mindestens 1 Bit pro Symbol ben6tigen, um eine Nachricht
zu kodieren.

Die Zustande sind allerdings eben nicht klassisch, nicht perfekt unterscheidbar, da

. . . . . _ l L . . .
) 1/2 — .
(H|P) # 0 ist; p hat die zwei Eigenwerte Ay = 5(1 & —5). Damit ergibt sich

S(p) = —(A1log A1 + Az log A2) & 0.60, (2.30)

was nach SCHUMACHERS Theorem, einem quantenmechanischen Pendant zu Shannons
rauschfreiem Kodierungstheorem [10, 6], bedeutet, dass S(p) ~ 0.60 Qubits ausreichen
wiirden, um die Quelle zu kodieren. Wie wir spéter (Kap. 2.2.3) sehen werden, kdnnen
durch die zwei quantalen Symbole |H) und |P) nicht mehr als S(p) ~ 0.60 bit Informa-
tion iibertragen werden.

2.2.3 Die Messung

Der Messvorgang in der Quantenmechanik unterscheidet sich wesentlich von einer Mes-
sung im klassischen Sinne. Zwei Eigenschaften zeigen den fundamentalen Gegensatz zur
klassischen Situation auf:

Erstens kénnen wir durch eine Messung nicht vollstandige Information iiber den Zustand
des quantalen Systems erhalten, wenn wir nur ein Exemplar des Zustands haben. Das

13Man kann deswegen iiberhaupt nicht davon sprechen, dass p ein Ensemble dieser oder jener Zustinde
ist, da das Ensemble von der Basiswahl abhangt.
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heifit, es ist unmoglich, von dem Messergebnis auf die korrekte Représentation |¢) € H
vor der Messung schlieflen. Nichtorthogonale Zusténde (1);|¢2) # 0 kdnnen nicht mit
Sicherheit unterschieden werden.

Zweitens andert der Messprozess den Zustand. Nach der Messung ist die vollstandige
Information iiber [¢) nicht mehr vorhanden und somit auch nicht mehr zugénglich.
Wiederholtes Messen am selben System bringt also keinen Informationsgewinn.

Was zunéchst nach einer ” Unvollkommenheit” der Quantenmechanik aussieht, entpuppt
sich bei genauer Betrachtung als intrinsische Eigenschaft der physikalischen Natur. So
basiert das "no-cloning” Theorem [11], das besagt, dass es keine Quantenoperation gibt,
die beliebige unbekannte Zustande kopiert, auf der Unmoglichkeit, zwei nichtorthogonale
Zustande mit Sicherheit zu unterscheiden. Diesem Theorem ist eine dhnlich fundamentale
Bedeutung wie der Heisenbergschen Unscharferelation beizumessen.

Vor dem Hintergrund des Kapitels 2.1 konnen wir den Messvorgang wie folgt interpretie-
ren: Alice kodiert die Information einer Nachricht, indem sie ein physikalisches System
in einem bestimmten Zustand prapariert. Zumindest theoretisch kann sie das mit belie-
biger Genauigkeit. Dieses System sendet sie zu Bob, der eine Messung daran vornehmen
kann, um moglichst viel Information zu extrahieren. In diesem Kapitel beschiftigen wir
uns zundchst mit der Frage, wie man den Messprozess formalisieren kann, um dann zu
untersuchen, wie viel Information man iiber ein unbekanntes Qubit prinzipiell erhalten
kann und wie viel (klassische) Information mit einem oder mehreren Qubits iibermittelt
werden kann.

Generalisierte Messungen

Eine (”generalisierte” ) Messung an [¢) € H kann durch eine Menge { E;}™, von positiven
und damit hermiteschen Operatoren'* auf dem Hilbertraum H beschrieben werden. Jedes
Element F; steht fiir ein anderes Messresultat ¢ (i = 1,...,m). Ferner seien die E; eine
Zerlegung der Eins

i E; =1. (2.31)
=1

Dann ist p(i) = (| E; |¢) die Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis i. G1. 2.31 stellt sicher,
dass die Summe der Ergebniswahrscheinlichkeiten gleich eins ist, Y. p(i) = 1.

Diese Formulierung des Messprozesses ist sehr allgemein gehalten; sie gibt uns aber einen
sehr eleganten Formalismus in die Hand, um allgemeingiiltige Aussagen iiber Resultate
von beliebigen, nicht naher zu spezifizierenden, Messungen zu machen. Die Bedeutung
der Elemente {F;} wird im Folgenden Abschnitt klarer.

M genannt POVM-Elemente; POVM steht fiir engl. ”positive operator valued measure”.
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Projektive Messung

Ein wichtiger Sonderfall der POVM-Messung ist die projektive Messung. Hier sind die
Operatoren E; := P; orthogonale Projektoren P; := |¢;) (p;| auf Basisvektoren |y;), i €

{1,...,m := dim H}. Die P; definieren zusammen mit as,...,a, € R die Observable
M:=) a; P. (2.32)
i=1

Das i-te Ergebnis tritt im Zustand |¢) mit Wahrscheinlichkeit p(i) = (¢| P |¢) =
|{©i|®)|? auf. Kann man an einem Ensemble von Systemen mit identischen Zustinden
1 viele Messungen durchfiihren, ergibt sich der Erwartungswert der Observablen in der
bekannten Form

m

(M) = (I M [p) = D ai [{gil)I? Zazp (233)

Nach der Messung (mit Resultat i) befindet sich das System im Zustand p(%) = |©s)-

Beispiel

Wir haben bereits drei solcher Observable kennengelernt: die Pauli-Operatoren (Gl.
2.22).

Fiir z.B. 0, ist a; = ap =1, ays = apy = —1 und P, = Pp bzw. P, = P, die Projektoren

auf die Basis {|P),|M)}. Messen wir die Basiszustdnde einer konjugierten Basis (vgl.
Kap. 2.2.1) — z.B. der Standardbasis —, so ist im Falle |¢) = |H)

p(P)= (PP =4 p(M)= [(MIT)'=5 = (o)=0  (234)
und genauso fiir ) = [V)
p(P)= [(PIV)E=3 p(M)= (M=) = (o)=0.  (239)

Das bedeutet, dass |H) und |V') durch eine Messung in der konjugierten Basis {|P), |M)}
vollkommen ununterscheidbar sind (kein Informationsgewinn). In der Standardbasis
kénnen sie jedoch wegen (H|H) = (V|V) =1, (H|V) = 0 perfekt diskriminiert werden
(voller Informationsgewinn).

Unterscheidbarkeit und zugangliche Information

In voller Allgemeinheit kann gezeigt werden, dass zwei nichtorthogonale Zustande
[11) , [1ha) € H, (1p1]1h2) # 0 nicht fehlerfrei unterschieden werden konnen.
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Dann gébe es ndmlich eine POVM-Messung [7] mit Elementen Fi, Es, ..., E,, mit

<¢1| Ey |7/11> = <1/12| E, W2) =1 (2-36)

und somit wegen Gl. 2.31

(V1] Eig1 [Y1) = (Y| Eiga [¢h2) = 0. (2.37)

Da FE; hermitesch und positiv ist, gibt es einen hermiteschen Operator \/FEs sodass
VE>' VE, = E,. Damit gilt

0= (%] B [tn) = (tr| VB> Vs i) = VB [6) I = VEs[9n) =0 (2.38)

Da (11|12) # 0 kann |1),) in zwei Teile parallel und senkrecht zu |¢,) aufgeteilt werden:
2} = aln) +ble), la+b]* =1, b] <1, (1hi]p) = 0. Damit ist v/ [ths) = bv/Ex |¢)

und
(V| By |ta) = (12| v E2TV B o) =330 b2 (p| Ba ) <1 (2.39)
——

<1 wg. Gl 2.31

im Widerspruch zur Voraussetzung (Gl. 2.36).

Wie wir gesehen haben 2.2.3, hangt die Informationsmenge, die wir iiber den Zustand ei-
nes quantenmechanischen Systems erhalten konnen, nicht nur von den Zustianden selbst,
sondern auch von der Messung ab. Orthogonale Zustédnde konnen durch geschickte Wahl
der Observablen optimal, andere (z.B. G1.2.19) iiberaupt nicht unterschieden werden,
wenn nur ein einziges Exemplar, also ein einziger Zustand zu Verfiigung steht.

In der klassischen Kommunikation tritt dieses Problem nicht auf. Hier gibt es keine prin-
zipiellen Probleme bei der Unterscheidung der Zustande und deswegen ist die Kapazitit
C = max,, I(X :Y) des Kanals vom Messvorgang unabhéingig.

Der Vollstandigkeit halber mochte ich noch erwahnen, dass man deswegen in der Quan-
teninformation die ”zugangliche” Information

Iee(X 1Y) = r{r}Eai(I(X YY) (2.40)

definiert, wo die {E;} POVM-Elemente sind (vgl. Kap. 2.2.3); sie gibt an, wie viel Infor-
mation man mit einer Messung, gegeben durch die {E;}, aus der Nachricht X maximal
ziehen kann. Die Kanalkapazitit erhilt dann die Form

Cg = max Iy. (2.41)
Px

Bei orthogonalen Zusténden ist I, (X : Y) = I(X : Y) und damit Cy = maxp, I(X :
Y)=C.
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Die Holevo-Schranke

Uber einen Kanal, der in klassischen Bits kodierte Information transportiert, kann pro
Bit genau 1 bit Information iibertragen werden. Dies ist so, da die zwei logischen
Zusténde (z.B. 0 und 1) des Bit vollkommen unterscheidbar sind. Wie wir gesehen haben,
ist diese Unterscheidbarkeit der Zustande bei einem Quantenkanal, iiber den Information
nicht in Bits sondern in Qubits kodiert {ibertragen wird, nicht mehr unbedingt gegeben.
Es stellt sich die Frage, wie viel Information man pro Qubit iiber einen solchen Quan-
tenkanal maximal transportieren kann. Das nun eingefiihrte Theorem nach HOLEVO [12]
gibt dafiir eine obere Schranke an; zum Beweis siehe etwa [7].

Stellen wir uns nun vor, Alice méchte tiber einen Quantenkanal, also ein quantenmechani-
sches physikalisches System, Informationen an Bob iibertragen. Zu diesem Zweck prapa-
riert sie einen Zustand py mit der Wahrscheinlichkeit px, X € {1,...,N}, > .p; = L.
Bob bekommt also den gemischten Zustand

N
P = sz'ﬂz' (2.42)
i=1

und macht eine Messung, die durch die POVM-Elemente (vgl. Kap. 2.2.3) {Ey}¥_,
gegeben ist. X und Y sind also die Wahrscheinlichkeitsvariablen auf der klassischen
Seite von Alice bzw. Bob. Fiir die gegenseitige Information dieser Groflen gilt dann nach

HoLEvVO
N

I(X:Y)<S(p) =D pi S(pi)- (2.43)
i=1
Dieses Ergebnis kann als Antwort auf die Frage interpretiert werden, wieviel klassische
Information (in bit) iiber ein Quantensystem — z.B. ein oder mehrere Qubits — iibertragen
werden kann. Ein Beispiel soll dies verdeutlichen:

Beispiel

Betrachten wir das Beispiel aus Gl. 2.30: Da die Zustinde p; = |H) (H| und p, = |P) (P|
rein sind, ist S(p;) = S(p2) = 0 und damit

I(X :Y) < S(p) ~ 0.60 bit. (2.44)

Die ausgetauschte Information zwischen Alice und Bob kann also nicht gréfler als =
0.60 bit sein, obwohl zwei ” Symbole”, namlich |H) und |P) verwendet werden. Statisti-
sches Rauschen kann die Information noch weiter limitieren.

Allgemein gibt das Theorem in Verbindung mit Gl. 2.27 eine absolute, obere Schranke
von

I(X:Y)<S(p) <logdim H (2.45)
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vor. Das heifit, dass durch einen n-Qubit-Zustand (der in einem 2" — dimensionalen
Hilberraum lebt) nicht mehr als log 2" = n bit klassische Information iibertragen werden
konnen. Diese obere Schranke wird fiir reine, orthogonale und gleichverteilte Zustande
erreicht:

N N
p="> pipi= %Z |thi) (¢s| = 1/N. (2.46)
im1 i=1

Das Ensemble, das p beschreibt, ist dann natiirlich unabhéngig von der Basis (vgl. Kap.
2.2.2) und gleichverteilt.

2.2.4 Verschrankung

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass man mit einem Qubit — genauso wie
mit einem Bit — nicht mehr als ein bit Information austauschen kann. Aufgrund des
Ununterscheidbarkeit nichtorthogonaler Zustande ist die zugingliche Information sogar
im Allgemeinen kleiner.

Wie man recht frith bemerkt hat, ist es genau diese Eigenschaft der Verschrankung,
die viele der verbliiffendsten und faszinierendsten Phanomene der Quantenmechanik
— mit Sicherheit aber der Quanteninformationstheorie — zur Folge hat. Dazu zéhlen
unter anderen die EPR-(Gedanken-) Experimente (siehe unten), die Teleportation [2] von
Quantenzustinden, die Quantenkryptographie [13] und das ”Quantum Dense Coding”
[3].

Aus informationstheoretischer Sicht eroffnen sich vollig neue Arten der Informationsko-
dierung und -prozessierung, die zum Teil effizienter ablauft als es die klassische Physik
zulasst.

Hat man n Teilchen vorliegen, von denen jedes einzelne durch einen reinen Zustand im
Hilbertraum H;, (i =1,...,n) reprisentiert wird, so wird der Gesamtzustand!® [¥®")
der n Teilchen im Raum H; ® Hy ® ... ® H,, dargestellt. Der Zustand heifit separierbar,
wenn er sich als tensorielles Produkt von Einteilchenzustdnden

") =), ® 1), ® ... ®¢¥), (2.47)

mit [¢), € H;, (i =1,...,n) schreiben ldsst. Anderenfalls heifit er ”verschrankt” [14]
oder "nicht separabel”. Angenommen, n = 2 und die zwei Teilchen implementieren
Qubits. Dann kann man sofort die neue kanonische Standardbasis von HH®? anschreiben'®

H®? = Spa‘n{|0>A ® |0>B ) |0>A ® |1>B ) |1>A ® |O>B ) |1>A ® |1>B} (2.48)

15Die n Zustinde miissen nicht notwendigerweise zu Freiheitsgraden n verschiedener Teilchen gehdren.
Ein physikalisches Teilchen kann durchaus auch mehrere solcher Zustinde (z.B. in verschiedenen
Freiheitsgraden wie Spin, energetische Elektronenniveaus, Ort, Impuls, ...) liefern.

16Benutze hiufig auch eine der Kurzformen [¢) 4 |¢) 5 := [¢) |¢) := |[¥p) = [¥) 4 Q |¢) 5-
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und natiirlich zwei beliebige Basisuzustinde unter Beriicksichtigung der Normierung
superponieren, z.B. zu

1
V2

|¥) kann nicht mehr in Faktoren |¢), ® |¢) 5 zerlegt werden. Die zwei Systeme A und
B kann man dann nicht mehr unabhéangig voneinander als reine Zustande beschreiben.
Die Verschrankung ist also zumindest auf dem Papier leicht erzeugt!

|¥) (1004 ©[0)p + 1) s ©[1)p). (2.49)

In unserem Experiment haben wir es mit verschrankten Zweiteilchensystemen zu tun.
Das Konzept der Verschrankung umfasst jedoch Systeme beleiebig vieler Teilchen mit
diskreten oder kontinuierlichen Freiheitsgraden. Es hat sich gezeigt, dass die Frage, ob
ein gegebener —im Allgemeinen gemischter — Zustand p separierbar ist, fiir Systeme mit
vielen Freiheitsgraden bzw. Partikeln sehr schwierig zu beantworten ist.

Fiir die in dieser Arbeit wichtigen reinen Zwei-Qubit Systeme stehen jedoch effiziente
Hilfsmittel zur Verfiigung (z.B. [15], [16]). Insbesondere kann man maximal verschrinkte
Zustande definieren, bei denen alle Schmidt-Koeffizienten (siehe z.B. [7]) gleich sind. Sie
verletzen die Bell-Ungleichung (siehe unten) mazimal.

Die Verschrankung von vier Ionen [17] konnte 2000 nachgewiesen werden. Ebenso hat
man es geschafft, vier bzw. fiinf Photonen miteinander zu verschranken und mit ihrer
Hilfe Quantenzustinde zu teleportieren [18, 19].

Die Bell-Zustande

Die aus den Elementen der Standardbasis (Gl. 2.49) gebildeten vier symmetrischen Su-
perpositionen

1

) = E(|O>A®|1>B_|1>A®|O>B) (2.50)
tyoo L

) = \/i(|0>A®|1>B+|1>A®|O>B) (2.51)
o oo L _

@) = \/§(|0>A®‘0>B Da® (1)) (2.52)
@7) = L(|0>A®\0>B+|1>A<§i>\1>3) (2.53)

S

2

heiflen ”Bell-Zusténde”. Sie sind maximal verschrinkt und zeigen perfekte (Anti-) Kor-
relationen'”. Sie sind auBerdem orthogonal und bilden damit ihrerseits eine Basis des
vierdimensionalen Zwei-Qubit Raums, die Bell-Basis. Damit sind sie also prinzipiell auch
unterscheidbar.

Tkorreliert nenne ich zwei Teilchen A und B, wenn man bei Messung beide im gleichen Zustand
vorfindet; bei Antikorrelation treten die Zustdnde genau entgegengesetzt (orthogonal) auf. In der
Standardbasis sind |®*) korreliert, die |¥*) antikorreliert.
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Wenn man die Zusténde in einer anderen Basis, z.B. {|P), |M)} misst, &ndern sich ihre
Korrelationen. Setzt man GIl. 2.19 in Gl. 2.50-2.53 ein, dann erhélt man

_ 1

) = %(|PM>—|MP>) (2.54)
oo L _

o) = \/5(|PP) |MM)) (2.55)
B 1

) = —=(PM)+MP)) (2.56)
@) = — (|PP)+ [MM)). (2.57)

<

2

Analysiert man die Zusténde in dieser Basis, so ergeben |U~) und |®~) antikorrelierte
Ergebnisse, |U") und |[®*) dagegen korrelierte. Die Art der Korrelation zwischen den
Ergebnissen einer Messung an den Teilchen hangt also von der gewahlten Messbasis ab.
Nicht so die Stérke der Korrelationen; wird Teilchen A im Zustand |P) detektiert, so
befindet sich Teilchen B mit Sicherheit im Zustand |M) (fir [¥7),|®7)) bzw. |P) (fir
(W), 127)).

Diese Tatsache, dass die Bell-Zustande abhangig von der Basis unterschiedliche aber stets
perfekte Korrelationen aufweisen, werden wir uns bei ihrer Analyse in Kap. 5 zunutze
machen.

Das EPR-Paradoxon

Die Korrelationen, die die Bell-Zustinde durch die (maximale) Verschrinkung erhalten,
lassen sich klassisch nicht erklaren. Das erstaunlichste daran ist wohl die Tatsache, dass
die zwei Teilsysteme A und B — also etwa zwei Photonen — nach ihrer Erzeugung belie-
big weit raumlich getrennt werden konnen, ohne dass sie ihre wechselseitige Beziehung
(Korrelation) verlieren. Wird der Zustand eines Teilchens A durch Messung (” Beobach-
tung”) festgelegt, so kollabiert der Gesamtzustand des Systems instantan, sodass eine
Messung an B genau das durch die Korrelation bestimmte Ergebnis liefert. Und das
auch, wenn die zwei Messungen in so kurzem Abstand hintereinander ausgefiihrt wer-
den, dass kein Signal mit einer Geschwindigkeit kleiner oder gleich der des Lichts von A
nach B gelangen konnte, sie also in diesem Sinne ”kausal isoliert” sind.

Im Falle des Bell-Zustands |®*) zum Beispiel werden stets beide Teilchen bei Projektion
auf die Standardbasis im selben Zustand (entweder |0) oder |1)) gemessen werden; diese
beiden Fille treten zufillig und mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf.

Die Frage, woher das zweite Teilchen B ”weify”, welchen Zustand sein sehr weit entfernter
Partner A angenommen hat und wie diese Information in beliebig kurzer Zeit beliebig
grofle Distanzen iiberwinden kann, beschaftigte die Gemiiter seit der Entdeckung des
Phanomens.
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1935 versuchten EINSTEIN, PODOLSKI und ROSEN [1] anhand eines verschrinkten Zwei-
teilchensystems zu zeigen, dass die quantenmechanische Beschreibung nicht vollstandig
sein kann, weil sie davon ausgingen, dass der Messvorgang am System A den Zustand des
Systems B nicht beeinflussen kann. Schliefit man also ” geisterhafte Fernwirkungen” (Ein-
stein) aus, so miisste jedes der zwei Teilchen, nachdem es vom anderen getrennt wurde,
durch lokale Eigenschaften (”Elemente der Realitdt”) beschreibbar sein, die das Mess-
ergebnis vollstandig determinieren. Da die Quantenmechanik das nicht leistet, schlossen
sie, dass die quantenmechanische Beschreibung der Natur unvollstandig sei.

Lange Zeit hatte die Frage nach der Vollstandigkeit der Quantenmechanik hauptsachlich
philosophischen Charakter, da man keine Moglichkeit sah, eine endgiiltige Entscheidung
durch Experimente herbeizufiithren. Erst dreiflig Jahre spater erhielt die Diskussion neue
Brisanz, als JOHN BELL einen mathematischen Ausdruck fand [20], der von der Stérke
der Korrelationen zwischen den physikalischen Gréflen zweier Teilchen abhingt; diese
GroBe!® S muss der ”Bell-Ungleichung” S < 2 geniigen, und zwar in jeder Theorie, in
der zwei Voraussetzungen erfiillt sind (”lokaler Realismus”):

1. Lokalitat: Eine Messung am einen System beeinflusst nicht die Eigenschaften des
anderen Systems.

2. Realitat: Die Eigenschaften jedes Teilchens sind zu jedem Zeitpunkt durch Werte
gegeben, die unabhangig von seiner Beobachtung sind.

Diese Theorien werden ”local hidden variable theories” (LHV-Theorien) genannt, da
die Eigenschaften des Systems lokal und durch (eventuell nicht messbare) versteckte
Variable bestimmt sind.

In der selben Arbeit [20] wies BELL darauf hin, dass die Quantenmechanik nur S < 2v/2
fordert und die obere Grenze fiir den von BOHM vorgeschlagenen Spin-Singlett Zustand
(das ist der verschriankte Zustand Gl. 2.50, auch ”EPR-Paar” genannt) angenommen
wird!®. Solche Zustinde werden maximal verschrankt genannt, da sie die Ungleichung
S < 2 maximal verletzen.

Tatsdchlich fanden unter anderen FREEDMAN und CLAUSER 1972 [21] starke experi-
mentelle Hinweise?®, dass die Korrelationen der von ihnen verwendeten verschrinkten
Photonenpaare aus Calcium-Kaskadenemission die Bell-Ungleichung verletzen, dass es
also in der Natur Zustande gibt, die einer Korrelationsstatistik gehorchen, die in keiner
LHV-Theorie moglich ist.

AspPECT ET. AL. filhrten zahlreiche und sehr umfassende experimentelle Studien (z.B.
[22, 23]) zu den nichtklassischen Korrelationen der Verschrinkung durch.

18Nicht zu verwechseln mit der von Neumann Entropie aus Gl. 2.25.

Tatséchlich verletzen ausschliefllich verschriinkte Zustinde — wenn auch nicht alle — die Bell-
Ungleichung. Die Messungen zur Verletzung der Bell-Ungleichungen sind vom Zustand abhingig.

20 Auch in ihren Experimenten gab es anfechtbare Annahmen, siehe unten.
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Es sei erwahnt, dass die bis dato durchgefiihrten Experimente zur Verletzung der Bell-
Ungleichung aufgrund experimenteller Imperfektionen noch nicht zwingend jede LHV-
Theorie ausschlieen konnten. Es konnten in letzter Zeit in mehreren Experimenten ver-
schiedene dieser ”Hintertiirchen” geschlossen werden, so konnten z.B. WEIHS ET AL. mit
polarisationsverschriankten Photonen unter streng lokalen Bedingungen (keine Wechsel-
wirkung im Rahmen der speziellen Relativitatstheorie moglich) eine Bell-Ungleichung?!
verletzten [25]. ROWE ET AL. fiihrten Experimente [26] mit sehr hoher Detektionseffizi-
enz an Ionen durch und konnten damit das so genannte ”detection loophole” schliefen??.

Ein Experiment, das sowohl den Austausch von Signalen bzw. Wechselwirkungen aus-
schlieflt und eine ausreichende Detektionseffizienz beinhaltet lasst noch auf sich warten.
Moégliche Kandidaten konnten Versuche an ”Hybridsystemen” sein, bei denen weit ent-
fernte, einzelne Atome (oder Ionen) in Fallen (hohe Detektionseffizienz) zunéchst mit
Photonen verschrankt werden, welche die grofie Distanz zwischen den massiven Teilchen
zuriicklegen konnen. Danach kann die Verschrinkung durch Messung?? an den Photonen
auf die Atome iibertragen werden.

Die Ion-Photon Verschrinkung konnte kiirzlich erzeugt und nachgewiesen werden [27].
Damit hat man es auch erstmals geschafft, die Information eines Quantenkanals — re-
prasentiert durch das Photon, das die Information iiber grofie Distanzen transportieren
kann — auf das als ”Quantenspeicher” fungierende Ion zu iibertragen®:.

Mit der Schliefung aller experimentellen ” Hintertiirchen” konnte man auf einen Schlag
eine ganze Klasse von Theorien widerlegen und zeigen, dass die Beschreibung der Natur
durch die Quantenmechanik in diesem Sinne korrekt ist.

Es ist ein noch nicht endgiiltig verstandenes Problem, inwieweit und in welcher Form
eine oder beide der zwei oben genannten Voraussetzungen — Lokalitat und Realitat —
nicht erfiillt sein konnten.

Lokale Operationen auf einem Bell-Zustand

Die Verschrankung in einem System bleibt unter lokalen unitaren Operationen und klas-
sischer Kommunikation (LOCC) erhalten[7]. Verschrankung kann also als eine im ab-

2Tn diesen wie in den meisten folgenden Versuchen zur lokalen Realitit verwendete man eine besser
auf die experimentellen Bediirfnisse angepasste Ungleichung nach CLAUSER, HORNE, SHIMONY UND
Horr [24]

22Bei nicht hundertprozentiger Detektionswahrscheinlichkeit ist es im Prinzip moglich, dass zwar das
Ensemble der detektierten Teilchen die Bell-Ungleichung verletzt, jedoch alle (detektierten und ver-
loren gegangenen) zusammen dies nicht tun.

23hierzu wire eine vollstindige Bell-Projektion ndtig, also eine projektive Messung in der Basis der
Zustande 2.50-2.53. Siehe dazu auch Kap. 5.

24Dass die Korrelationen iiber grofie Distanzen bestehen kdnnen, zeigten TITTEL ET AL. durch den
Nachweis von Energie-Zeit-Verschrankung (siehe Kap. 5.4) von weit entfernten (10 km) Photonen-
paaren [28] im Jahr 1998.
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geschlossenen System konstante Ressource angesehen werden. Vermindert man die Ver-
schrankung in einem Teilsystem, so muss sie in einem anderen Teilsystem anwachsen.
Fiir ein Zweiteilchensystem wie die Bell-Zustdnde hat das zur Folge, dass eine Operation
Us®1p den Grad der Verschrankung nicht verandern kann. Es werden also nur maximal
verschrankte auf andere maximal verschrankte Vektoren abgebildet.

Wendet man auf eines — sei es das erste — der Teilchen im Zustand |¥~) (Gl. 2.50) eine
allgemeine unitdre Operation (vgl. Kap. 2.2.1) der Form

8 je¥sing

e cos &
ie,iﬂ Sil’lg e,ia COS% ) wo 0 € [O, 71'] [ B S [0, 271'[ (258)

U005 =

an, so sind die dadurch generierbaren Zustdnde |U) gegeben durch

cos g in ¢

. . S = . .
€ |01) — e ™ [10)) —i —=2 (e |00) — e™* |11)) 2.59
72 (€ lon e 10) i T2 (¢ 00) — e 1)), (2.9
mit den drei reellen Paramtern 6, «, 8. Interessanterweise sind darunter — bis auf globale
Phasen, die ich ich der Vollstandigkeit halber mit angeschrieben habe — auch die drei
anderen Bell-Zustande:

¥) =

U(0,0,8): [¥7) — [¥7)

U0,5:8): [¥7) = [T

U(r,a,0):|¥7) — —i|®7)

U(W,a,g):|\lf_) - [T, (2.60)

Damit wird auch klar, dass die Zusténde (2.59) eine Teilmenge, nicht aber einen Teilraum
des Zwei-Qubit Hilbertraums bilden [3]. Zum Beispiel ist der Produktzustand (|®~) +
|®%))/v/2 = |00) nicht darunter.

Gleichung 2.60 fasst die wichtige Aussage zusammen, dass man — ausgehend von |U~)
— alle vier orthogonalen Bell-Zustdnde erzeugen kann, indem man auf auf ein einziges
Teilchen eine von vier Transformationen anwendet?. Dagegen kann eine lokale Operation
Us @ 1p auf einem Zwei-Qubit Produktzustand |A) ® |B), z.B. einem Element der
Standardbasis in H®?, trivialerweise nicht alle dazu orthogonalen Zustinde erzeugen. Es
ist genau diese Eigenschaft der Verschrankung, auf der das Dense Coding beruht.

25Es ist klar, dass dies mit entsprechenden Operationen auch fiir jeden anderen Bell-Anfangszustand
zurifft, da man jeden Zustand zunichst mittels [U(8, a, ,B)]Jr =U(—6,—a,p) auf |¥~) abbilden kann.
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3 Superdichtes Quantenkodieren

3.1 Einfihrung

Im Jahr 1992 stellten BENNETT und WIESNER [3] ihr Protokoll zum Dense Coding®
vor, bei dem es um die Ubertragung von klassischer Information iiber einen Quanten-
kanal — implementiert durch Zwei-Qubit-Systeme — geht. Es stellt einen Meilenstein in
der Geschichte der damals noch sehr jungen Quanteninformationstheorie dar. Es zeigt
bei aller konzeptionellen Einfachheit die verbliiffenden Eigenheiten der quantalen Infor-
mationsreprasentierung in verschrankten Systemen und ihre klassisch nicht erklarbaren
Konsequenzen.

Im Folgenden werde ich zunéchst einmal den schematischen Ablauf des ”superdich-
ten Kodierens” festlegen und den Widerspruch zur klassischen Physik aufzeigen. Dafiir
benotigen wir die Resultate, die in den vorigen Abschnitten dargelegt wurden.

Danach mochten wir kurz analysieren, welche Moglichkeiten das Protokoll bietet und wel-
che Grenzen es hat, beziehungsweise was mit dem superdichten Kodieren nicht moglich
ist — namlich superluminare (”schneller als das Licht”) Informationsiibertragung.

3.2 Das Protokoll

Die Grundidee beim Dense Coding ist, dass sich die zwei Parteien Alice und Bob ein
EPR-Paar teilen (vgl. Abb 3.1). Alice kann dann durch eine Operation auf ihrem Teilchen
einen der vier Bell-Zustande erzeugen. Danach schickt sie Bob ihr Teilchen wieder zu.
Bob fithrt dann auf beiden Teilchen eine Messung zur Unterscheidung der vier Bell-
Zustiande durch und erhalt dadurch zwei bit klassische Information von Alice, obwohl
nur ein Qubit zwischen den beiden ausgetauscht worden ist.

3.2.1 Ablauf

In Abb. 3.1 ist der Ablauf der Informationsiibertragung von Alice zu Bob schematisch
dargestellt. Das Protokoll sieht folgende Schritte vor:

Engl. auch ” (super)dense coding”, ”quantum dense coding”; dt. "superdichtes Quantenkodieren”.
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Abbildung 3.1: Schematischer Ablauf des Dense Coding Protokolls. Ein EPR-Paar wird
erzeugt, zum Zeitpunkt ¢, getrennt und jeweils ein Teilchen zu Alice
bzw. Bob geschickt. Alice manipuliert nur ihr Teilchen und schickt es
daraufhin wieder zu Bob. Dieser misst den Gesamtzustand.

1. Die zwei Teilchen einer EPR-Quelle werden zum Zeitpunkt #, an die zwei Parteien
Alice (Sender) und Bob (Empfénger) verteilt. Jeder der beiden ist also im Besitz
eines einzigen Teilchens A bzw. B.

2. Alice wéhlt zum Zeitpunkt ¢; X € Ax := {00,01,10,11} und damit eine der vier
unitiaren Transformationen Ux:

. (10
o et (1)

. 1 0

. 0 -1

. . 0 -1
U11 = —ZO'y = ( 1 0 ) . (31)

aus, wendet sie lokal auf ihr Teilchen A an und prapariert somit einen der Bell-
Zusténde (vgl. Gl. 2.50-2.53)
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3. Das Teilchen A wird von Alice zu Bob geschickt.

4. Bob fiihrt an beiden Teilchen A und B eine Projektions-Messung durch, die ganz
formal durch die POVM-Elemente {E;};_, =: {Ev}, Y € Ay := {00,01,10,11}
dargestellt werden kann, um die vier Zustidnde aus Gl. 3.2 zu unterscheiden. Y ist
das Ergebnis der Ubertragung.

3.2.2 Erldauterungen

Der erste Schritt besteht in der Praparation des Anfangszustands und der Trennung der
Einzelsysteme, wobei die Distanz zwischen den Systemen sehr grof} sein kann.
Normalerweise wird an dieser Stelle der EPR-Zustand |¥~) verwendet [3]. Es macht
jedoch keinen grundsitzlichen Unterschied, wenn man einen der anderen maximal ver-
schrinkten Zustdnde aus Gl. 2.59 verwendet, da ja jeder dieser Zusténde lokal in |¥~)
transformiert werden kann.

Wir wollen annehmen, dass Bob bei der Quelle bleibt und Alice weit weg von ihr ist. Da
die einzelnen Teilchen maximal mit Lichtgeschwindigkeit zu Alice bzw. Bob propagieren
konnen, impliziert diese Annahme, dass auch die Zeitspanne 7 := ¢; — ty zwischen der
Entstehung der Teilchen und dem zweiten Schritt keinerlei Beschrankung unterlieget.
Die Parteien konnen ihre Teilchen auch ”speichern”. Die Geschwindigkeit von Teilchen A
spielt also keine prinzipielle Rolle in diesem Protokoll, auch wenn sie in der vorliegenden
Arbeit gleich der Lichtgeschwindigkeit ist.

Danach kodiert Alice die Information, indem sie aus dem Anfangszustand einen der
vier Bell-Zustande lokal generiert?. Wie wir im Abschnitt 2.2.4 sahen, ist Schritt 2
tatsachlich moglich. Die dort angegebenen Operatoren sind bis auf unerhebliche globale
Phasen identisch mit den hier definierten. Auf Bobs Teilchen wird nicht operiert, es
bleibt unangetastet.

Da wir angenommen haben, dass Bob bei der Quelle bleibt, findet der einzige physikali-
sche ”Teilchentransfer” durch Teilchen A in Schritt eins von der Quelle zu Alice und in
Schritt drei von Alice zu Bob statt. Es exisitiert daneben kein anderer klassischer oder
quantaler Kanal, durch den Information iibertragen werden konnte.

Zum Beispiel kann man sich eine Implementierung mit Photonen und minimalen Weg-
strecken zwischen Alice und Bob vorstellen, sodass im Rahmen der speziellen Relati-
vitatstheorie kein anderes Signal schneller als das Photon A Information zwischen Alice
und Bob (oder der Quelle) transportieren kann.

Die Annahme, dass Bob bei der Quelle verbleibt, dient ausschliefilich der Anschaulich-
keit. Wir konnten sogar zulassen, dass die Quelle nach der Emission zerstort wird.

Wenn Bob im Besitz beider Teilchen ist, muss er nur noch die Messung durchfiihren,

27]okal” heifft natiirlich, dass der Zustand eine Transformation U4 ® 1p erfihrt.
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die die Zustande unterscheidet. Dies ist grundsdtzlich moglich, da die vier Bell-Zustande
orthogonal sind.

3.2.3 Informationsubertragung beim Dense Coding

Das iiberraschende Ergebnis des Dense-Coding Protokolls ist, dass Alice 2 bit klassische
Information an Bob iibertragen konnte, obwohl sie nur ein einziges Qubit mit ihm aus-
getauscht hat. In Kap. 2.2.3 haben wir jedoch gesehen, dass ein Qubit maximal 1 bit
Information transportieren kann!

Beim superdichten Kodieren haben wir angenommen, dass an den Teilchen A und B keine
Dekohdrenz und auch keine unitiare Storung — man koénnte also sagen: kein Rauschen —
auftritt. Dann misst Bob namlich genau den Bellzustand, den Alice zuvor erzeugt hatte.

Jede Transformation X 16st also das richtige Messergebnis Y aus.

Wir konnen somit die Transfermatrix p(Y =y|X =2) mit z € Ax und y € Ay =
Ax = {00,01,10,00} fiir die klassischen Variablen X und Y diagonal schreiben. Nach
Gl. 2.12 hangt die gegenseitige Information dann nur noch von der Quellenverteilung px
ab. Durch geeignete Kodierung (das bedeutet Gleichverteilung px = 1, vgl. Gl. 2.8 und
2.4) kann Alice H(X) = log |Ax| = 2 bit erreichen. Damit ist gleichzeitig die Kapazitét
(Gl. 2.13) des Kanals zu

C(X:Y)=maxI(X :Y) =2 bit (3.3)

px
gegeben.

Ich mo6chte noch darauf hinweisen, dass Gl. 3.3 tatséchlich die obere Grenze darstellt, die
man durch das Dense Coding erreichen kann. Wiirde man zum Beispiel statt der Bell-
Zustande auf andere, nichtorthogonale Zustdnde ausweichen, so ware die zugangliche
Information I,.. und damit auch die Kapazitét reduziert (vgl. Gl. 2.41 und 2.40).

Es gabe dann stets eine endliche Wahrscheinlichkeit, dass ein Zustand falsch identifiziert
wiirde (vgl. Kap. 2.2.3).

Das Ergebnis aus Gl. 3.3, C' = 2 bit, sieht nach einem Widerspruch zu der in Kap. 2.2.3
angegebenen Schranke nach aus; der Satz nach HOLEVO besagt, dass man mit einem
Qubit, das Alice zu Bob sendet, maximal 1 bit klassische Information iibertragen kann!

Dieser Widerspruch 1ost sich auf, wenn man bedenkt, dass Bob tatsachlich an beiden

Teilchen messen muss, um die vollen 2 bit Information zu erhalten. Ware das nicht so,
ergabe sich tatsachlich eine Inkonsistenz.
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3.3 Einteilchenstatistik der Bell-Zustande

3.3.1 Reduzierte Dichteoperatoren

Der quantenmechnische Zustand eines Teilchens, das Teil eines Mehrteilchensystems ist,
wird durch den reduzierten Dichteoperator beschrieben. Den Dichteoperator p4 eines
einzelnen Teilchens A, das Teil eines Bell-Zustands ist, erhdlt man dementsprechend,
indem man die gesamte Dichtematrix pg.y liber die Basiszustinde des Teilchens B spurt:

. , 1
pa = tp{ppat = O (ily ppa i)y = 51 (3.4)

i=0,1
Das Ergebnis p4 = %]1 ergibt sich fiir beide Teilchen A und B, also p4 = pg, und fiir
jeden® der vier Bell-Zustinde
pBeil € {pu-; pu+-pa-; Pa+}, (3.5)

Die zugehorigen Dichtematrizen in der Zwei-Qubit Standardbasis
{|HH),|HV),|VH),|VV)} lauten

(00 0 0
o 1lo0 1 =10
pu- == 510 21 1o (3.6)

\0 0 0 0
/0000
110110

— hyt + -~ =
\0 000
(1 0 0 —1
e . 10 00 0
\ -1 00 1
/1001
110000

— |dtT +| - =
\100 1

Die Einteilchenzustinde der Bell-Zusténde sind also vollstindig gemischt (o 1), wihrend
der zugehorige Zweiteilchenzustand rein ist! Dies ist eine spezielle Eigenschaft der Ver-
schrankung; wegen Gl. 2.27 gilt fiir die von Neumann-Entropien des Gesamt- bzw. der
Teilsysteme A und B

0= S(pBell) S S(pA/B) = 1, (310)

3Tatséchlich gilt dies sogar fiir alle Zustinde aus Gl. 2.59, also fiir alle lokalen unitiiren Transforma-
tionen Usq = U (0, a, B) aus Gl. 2.58 von Alice.
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Abbildung 3.2: Alice und Bob teilen sich ein EPR-Paar im Zustand |1 ). Alice macht ei-
ne beliebige unitiare Operation auf ihrem Qubit; trotzdem ist sowohl Ali-
ces als auch Bobs Einteilchenzustand, an dem sie jeweils messen konnen,
stets der selbe.

da die Eigenwerte von py/p gleich A\; = Ay = % sind (Gl. 2.25). Das bedeutet, dass die
Entropie des Gesamtsystems kleiner ist als die Summe der Entropien seiner Einzelsys-
teme (so genannte ”Subadditivitdt”). Die Entropie eines Produktzustandes ist dagegen
gleich der Summe der Entropien seiner Teile.

3.3.2 Lokale Messungen

Das Resultat aus Gl. 3.4 hat zentrale Bedeutung fiir den Kommunikationsprozess zwi-
schen Alice und Bob.

Wenn Bob nur an seinem eigenen Teilchen misst (Abb. 3.2), sieht er nur den Zustand
mit Dichtematrix pgp = 1/2, der fiir alle von Alice préparierten Bell-Zusténde gleich
ist, und erhalt so keine Information dariiber, welche Operation Ux Alice gewahlt hat.
Formal folgt das aus Gl 243 mit p; = 1, p;=1/2, (i=1,...,4)

I(X:Y)<S G(n/2+1/2+11/2+11/2)> - % 4-S(1/2) =0. (3.11)

Es ist auch leicht zu zeigen, dass jede lokale Messung von Bob an seinem Teilchen das
selbe Resultat hat, egal, welche Operation Alice auf ihrem Teilchen gemacht hat. Mit
anderen Worten, (V|1 ® E |¥) ist unabhéingig von |¥) € {|U7), |UT) |®~),|d+}) fir
jeden positiven Operator F (vgl. Kap. 2.2.3).

Damit kann Bob mit keiner Messung Information aus seinem Teilchen allein erhalten.
Das ist sehr interessant, da es zeigt, dass die Information in einem maximal verschrankten
Zustand sozusagen vollstandig uiber das System verteilt ist, oder besser ausgedriickt:

39



Die Information ist nicht in den individuellen Eigenschaften der Einzelteilchen, sondern
ausschlieBllich in ihren (perfekten) Korrelationen kodiert.

3.4 Diskussion

Bob kann also weder durch irgendeine lokale Messung Information iiber Alices Wahl
von X erhalten, noch kann Alice durch irgendeine lokale unitiare Operation beeinflussen,
was Bob an seinem Teilchen misst. Damit reicht die Verschrankung zwischen den zwei
Teilchen /Parteien allein nicht aus, um Information zwischen ihnen auszutauschen.

Die Information wird vollstandig von Alice zum Zeitpunkt ¢; in das System kodiert.

Damit ist auch keine Signaliibermittlung mit Uberlichtgeschwindigkeit moglich. Um In-
formation zu erhalten, muss Bob namlich stets eine gemeinsame Messung an beiden
Teilchen durchfiithren; dazu muss ein Teilchen (A) den Weg zwischen Alice und Bob
tatsdchlich zuriicklegen, was es natiirlich nicht schneller als das Licht kann.

Beriicksichtigt man, dass tatsachlich beide Teilchen in den Vorgang des Dense Coding in-
volviert sein miissen, so ist natiirlich die Holevo-Schranke (”maximal 2 bit mit 2 Qubits”)
durch die Ubertragung von 2 bit klassischer Information nicht verletzt.

Dariiber hinaus muss der Quantenkanal zwischen Alice und Bob tatsidchlich zweimal
benutzt werden, einmal von Bob zu Alice beim ersten Schritt des Protokolls und ein
zweites Mal beim Zuriicksenden zu Bob. Ohne die zweimalige Verwendung dieses (oder
eines anderen) Kanals konnten die zwei Parteien die fiir das Protokoll notwendige ” Res-
source” der Verschrankung nicht teilen. Klassische Information wird dabei durch den
vollstandig gemischten Einteilchenzustand jedoch nicht {ibertragen.

Das aus klassischer Sicht verbliiffende am Dense Coding ist somit nicht in erster Linie,
dass Alice 2 bit Information durch das Versenden eines einzelnen Qubits iibertragen
kann. Es ist vielmehr die Art und Weise, in der die Information in dem maximal ver-
schrankten Zustand kodiert wird.

Eine Interpretation nach SCHUMACHER |3, 29] ist, dass ein bit Information von (Alice,
t1) nach (Bob, ty) vorwirts in der Zeit iiber Alices (manipuliertes) Qubit transmittiert
wird, das andere bit jedoch von (Alice, t1) ebenfalls auf ihrem Qubit in der Zeit rickwdrts
zur Quelle (Bob, ty) lauft, um dann vorwérts in der Zeit iiber Bobs Teilchen ebenfalls
zu (Bob, t5) zu gelangen®. Dort ergeben sie zusammen die gesamte Nachricht mit 2 bit
Information.

Das Phanomen der Verschrankung zwischen — moglicherweise weit entfernten — Teilchen
zwingt uns in jedem Fall, unsere Vorstellung iiber die ” Eigenschaften” eines quantalen

“Hier gilt das bereits erwihnte, nimlich dass es nicht erheblich ist, dass Bob bei der Quelle bleibt
(oder umgekehrt).
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Systems zu iiberdenken. Auf jeden Fall sollte man erkennen, dass Alice durch ihre unitére
Operation eben nicht ein einzelnes Teilchen, sondern das ganze System an einem seiner
Teile verandert.

Zur Realisierung des Dense Codings mit polarisationskodierten Qubits bendtigen wir
also dreierlei:

1. Eine Quelle fiir maximal verschrankte Photonenpaare.

2. Eine Implementierung der lokalen unitdren Operationen auf Alices Photon, um
aus dem Anfangszustand die vier Bell-Zustiande zu praparieren.

3. Die Unterscheidung der vier Bell-Zustande durch Bob, also die Dekodierung des
quantalen Systems in eine klassische Form der Informationsdarstellung.

Die Dekodierung der Information aus den Bell-Zustidnden ist dabei ebenso essentiell
wie die Generierung beziehungsweise der Austausch des mazimal verschrinkten Paares.
Wie wir gesehen haben, ist es ja gerade die Verschrankung, die die Kodierung der 2 bit
Information durch lokale Transformation moglich macht.

Dementsprechend muss die Information, die in den nichtklassischen Korrelationen steckt,
durch die Messung ausgelesen werden konnen. Dieser Schritt der Dekodierung ist nicht
trivial, weil er die Projektion maximal verschrankter Zustinde auf eine Produktbasis
darstellt.

Wie ich in Kap. 5 genauer darlegen werde, ist diese Aufgabe mit "normalen” Mitteln,
namlich passiven linearoptischen Elementen, nicht effizient l6sbar. Die vollstandige Bell-
Zustandsunterscheidung ist damit aus experimenteller Sicht die grofite Herausforderung
in dieser Arbeit.
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4 Erzeugung der verschrankten
Zustande

Inhalt
4.1 Einfilhrung . .. .. ... .. 0 i i e
4.2 Spontane parametrischen Fluoreszenz . . ... ... ... ..
4.2.1 Theorie der Konversion . . . . ... ... ... ........
4.2.2 Raumliche Verteilung der Emissionsmoden . . . . ... ...
4.2.3 Die Photonenpaarquelle . . . . . .. ... ... ... ...
4.3 Zur Detektion der Einzelphotonen . . .. ... ... ... ..
4.4 Die Spektren der Einzelphotonen . . . . . . . . .. ... ...
4.5 Die Polarisationsverschrankung . . . ... ... ... ... ..

4.5.1 Transformation des Quellenzustands . . . . .. .. ... ...

4.5.2 Die Polarisationskorrelationen . . . . . . . . . ... ... ...

4.1 Einfihrung

Wie wir in Kap. 3 gesehen haben, beruht das Dense Coding auf den stark nichtklassi-
schen Korrelationen, die maximal verschriankte Zweiteilchenzustinde aufweisen. In die-
sem Kapitel beschreibe ich den Mechanismus, den ich zur Erzeugung von polarisati-
onsverschrinkten Photonenpaaren verwende, die spontane parametrische Fluoreszenz

(SPF).

Danach werde ich zeigen, wie unter Ausnutzung dieses Mechanismus eine sehr kompakte
und effiziente Quelle fur verschrankte Photonen konstruiert werden konnte. Da der Pro-
zess zur Verschrankungserzeugung — die spontane Konvertierung eines Photons in zwei
Tochterphotonen in nichtlinearer Umgebung — sehr ineffizient im Vergleich zu linearen

lengl. ”spontaneous parametric down conversion”, kurc SPDC

42



Prozessen geschieht, lag das Hauptaugenmerk bei der Konzipierung der Quelle auf der
Maximierung der Ausbeute.

Mit dieser Art der Quelle kann man Photonenpaare herstellen, die in mehr als einem
Freiheitsgrad verschrankt sind. Tatsachlich werden wir uns diesen Umstand zunutze ma-
chen, um die vollstandige Zustandsanalyse an den Bell-Zustinden durchfiihren zu konnen
(Kap. 5. Dabei nutzen wir neben der Polarisationsverschriankung die Korrelationen in
Energie beziehungsweise Zeit aus. In Kap. 5.4 werde ich auf den Ursprung dieser Art
der Verschrankung genauer eingehen.

4.2 Spontane parametrischen Fluoreszenz

4.2.1 Theorie der Konversion

Die durch ein einfallendes elektromagnetisches Feld E = (E*, E2, E3)T in einem dielek-
trischen Medium induzierte makroskopische elektrische Polarisation P = (P!, P2, P3)T
ist im Allgemeinen nichtlinear von der Feldstirke dE abhingig. In tensorieller Schreib-
weise ist die Polarisation gegeben durch

P (Z OB+ S BB+ Y LB 4 ) oy
J J:k Jskt

Der Tensor (n+1)-ter Stufe x(™ heifft Suszeptibilitit n-ter Ordnung und modelliert die
Starke der Antwort des Mediums auf das Feld. Die Antwort ist die elektrische Polarisa-
tion und entsteht durch rdumliche Mittelung tiber induzierte mikroskopische (atomare,
molekulare) Dipolmomente. Es gilt x("*Y < x", (n > 1), die hoheren Terme sind al-
so stark unterdriickt und nur fiir hohe Feldintensitaten beobachtbar, wie sie etwa ein
starker Laser erzeugt.

Phanomene, die auf den hoheren Termen n > 2 beruhen, heiflen nichtlineare optische
Phénomene (z.B. Drei- und Vierwellenmischen aufgrund von Nichtlinearitéten zweiter
und dritter Ordnung). Fiir hinreichend schwache Felder ist P = eox(l)E, woraus die
linearen optischen Effekte wie Absorption, Brechung oder Dispersion folgen. Die Gréfien
x?") gerader Ordnung kénnen nur von null verschieden sein, wenn die Kristallstruktur
des Mediums nicht symmetrisch beziiglich Inversion (Spiegelung am Ursprung) ist.

Gehen wir davon aus, dass wir Beitriige jenseits von x(® vernachlissigen konnen und E
eine ebene Welle der Frequenz? w, darstellt, dann sieht man, dass der quadratische Term
zwel neue Felder El, Eg mit Frequenzen wy, wy < w, darstellt. Eine quantenmechanische
Untersuchung des Vorgangs ist z.B. in [30, 31, 32, 33] gegeben. Danach stellt sich der

2Genau genommen ist die Frequenz v = 27 - w; unterscheide dies aber sprachlich nicht.
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Abbildung 4.1: Die zwei Emissionskegel der spontanen parametrischen Fluoreszenz vom
Typ 1L

Prozess folgendermaflen dar: Ein Pumpphoton des einfallenden Feldes wechselwirkt mit
dem nichtlinearen Medium und konvertiert dabei spontan in zwei Tochterphotonen®
unter Energie- und Impulserhaltung

Wi + Wo

Wp
Fitby =k

(4.2)

Dieser Vorgang ist klassisch verboten, da beide Tochterphotonen bei dem Prozess spon-
tan entstehen und nicht etwa eines von ihnen den Prozess stimuliert. Man beachte auch,
dass der ”Zerfall” eines (masselosen) Photons im Vakuum verboten ist. Die Doppel-
brechung im nichtlinearen Kristall und die damit verbundenen unterschiedlichen Bre-
chungsindizes fiir den auflerordentlich polarisierten Pumpstrahl erméglichen jedoch den
Prozess. Die Wellenvektoren in Gl. 4.2 sind deswegen vom Winkel zur optischen Achse
sowie von der Wellenlange der Photonen abhangig.

4.2.2 Raumliche Verteilung der Emissionsmoden

Bei Typ II SPF ist eines der spontan konvertierten Photonen ordentlich, das andere au-
Berordentlich zur optischen Achse des Kristalls polarisiert. Wegen der doppelbrechenden

3Auch ”signal” und ”idler” genannt.
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Eigenschaft des Kristalls verlassen Photonen gleicher Energie (wi = we = wp/2, so ge-
nannte "entartete” Fluoreszenz) den Kristall daher auf zwei verschiedenen Kegelménteln,
aber wegen der Impulserhaltung symmetrisch um die Pumprichtung (siehe Abb. 4.1).

Die zwei Kegel haben den gleichen Oﬂnungswinkel, sind aber jeweils um den Winkel +6
gegen den Pumpstrahl geneigt.

Diesen Winkel kann man in einem weiten Bereich variieren, indem man den Winkel 6,
zwischen optischer Achse und Pumpstrahl dndert (je groBer 6, desto mehr iiberlappen
die Kegel). Dabei kann man drei Situationen unterscheiden:

Zum einen, dass sich die zwei Kegel nicht schneiden. In diesem Fall sind die zwei Toch-
terphotonen stets durch ihre Polarisation unterscheidbar. Sie befinden sich immer in
verschiedenen raumlichen Moden.

Dann gibt es einen Winkel 6, bei dem sich die Kegel gerade beriihren. Das Licht, das
entlang der Beriihrungsgeraden lauft, ist ganzlich unpolarisiert. Beide Photonen befinden
sich in der gleichen rdumlichen Mode (”kollinearer” Fall).

Und schliefllich schneiden sich die zwei Kegel ab einem bestimmten Wert von 6,. Sammelt
man das Licht entlang der zwei Schnittgeraden — den rdumlichen Moden 1 und 2 — auf,
so ist es in jeder einzelnen Mode wiederum unpolarisiert. Man kann nicht unterscheiden,
ob das aufgesammelte Photon vom ordentlich polarisierten oder vom auflerordentlich
polarisierten Kegel stammt. Stellt es sich jedoch nach Messung als ordentlich polarisiert
heraus, kann man mit Sicherheit vorhersagen, dass das Schwesterphoton in der anderen
Mode auBlerordentlich polarisiert detektiert wird — und umgekehrt.

Man beobachtet also einen verschrankten Zweiteilchenzustand, der sich als
) = (JHV) + €% [VH)) /vV2 (4.3)

schreiben ldsst [34]. Die relative Phase ¢ riihrt von den unterschiedlichen optischen
Weglangen fiir horizontale beziehungsweise vertikale Polarisation im doppelbrechenden
Kristall her. Sie kann leicht kompensiert werden (vgl. Kap. 4.2.3).

4.2.3 Die Photonenpaarquelle
Der nichtlineare Kristall

Abbildung 4.2 stellt den Aufbau der Quelle schematisch dar. In unserem Fall kommt
als nichtlineares Medium ein 2 mm langer Kristall aus f—Barium Borat (8 — BaB2Oy,
BBO) zum Einsatz.

Seine Oberflachen sind bei den Wellenlangen des Pumplasers und der SPF-Photonen,
also bei 351 nm und 702 nm, anti-reflex beschichtet.
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Abbildung 4.2: Der kompakte Quellenaufbau zur spontanen parametrischen Fluores-
zenz. Die Abmessungen sind etwa 30 cm x 30 ¢cm. Die Linsen L; und Ly
praparieren die gewiinschte Strahltaille am nichtlinearen Kristall BBO.
Die Halbwellenplattchen HWP auf 45° drehen die Polarisation, bevor
die Kompensatorkristalle BBO/2 durchlaufen werden. Mit IF sind zwei
Interferenzfilter bezeichnet. Danach wird in single-mode Fasern einge-
koppelt.

Da wir vollkommen ununterscheidbare Photonen benotigen, miissen wir \; = Ay =
2\, = 702 nm praparieren. Das enspricht dem entarteten Fall der SPF. Der Kristall
wurde also so geschnitten, dass bei senkrechtem Einfall des Pumpstrahls 6, = 49.7°
ist. Dann namlich schneiden sich die zwei Kegeloberflichen senkrecht, und die spektrale
Verteilung ist in beiden Moden symmetrisch um die Aufsammelpunkte.

Da wir aus einem endlichen, rotationssymmetrischen Raumwinkel Photonen aufsam-
meln, ist in dieser Konfiguration die Kopplungseffizienz in single-mode Fasern am grofiten.

Der Winkel zwischen den zwei Moden, die symmetrisch um den Pumpstrahl angeordnet
sind, betrdgt ungefdhr 6° [33, 35]. Unter diesem Winkel stehen zwei Spiegel hinter dem
BBO-Kristall und lenken das Licht der SPF zu den Einkoppelfasern um. Dieser gefaltete
Strahlengang macht den Aufbau sehr kompakt.

Walk-Off Kompensation

Die Doppelbrechung im BBO-Kristall bewirkt unterschiedliche Brechungsindizes und
damit unterschiedliche Emissionsrichtungen der ordentlich bzw. auflerordentlich polari-
sierten SPF-Photonen. Dadurch wird die Mode ordentlicher Polarisation raumlich auf-
geweitet und die Mode auflerordentlicher Polarisation relativ zur Pumpstrahlrichtung
vor dem Kristall versetzt (transversaler Walk-Off). Die rdumlichen Moden liegen damit
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nicht mehr exakt iibereinander und mindern den Grad der Verschriankung?*.

Des weiteren werden die zwei Polarisationskomponenten zeitlich separiert (longitudinaler
Walk-Off). Dieser Zeitunterschied liegt fiir die verwendete Kristallinge (2 mm) und die
Doppelbrechung An := n, — n, = —0.11 in der Groflenordnung der Kohérenzlange der
Einzelphotonen und muss daher kompensiert werden, um auszuschlieffen, dass die un-
terschiedlich polarisierten Photonen aufgrund ihrer Ankunftszeit unterschieden werden
konnen.

Um die Auswirkungen dieser zwei unerwiinschten Effekte auf die Verschrankung zu re-
duzieren, stellt man in die Strahlengénge der beiden Moden je ein Halbwellenplédttchen
auf 45° (entspricht o, aus Gl. 2.22), das horizontale auf vertikale Polarisation vertauscht.
Danach durchlaufen die Photonen je einen BBO-Kristall mit der halben Dicke des SPF-
Kristalls, in denen sich die Walk-Offs wegen der vertauschten Polarisation teilweise kom-
pensieren [33].

Es zeigt sich, dass durch diese Anordnung zwar nicht die Aufweitung der anfangs or-
dentlichen Mode, wohl aber der Versatz der auflerordentlichen Mode kompensiert werden
kann, sodass sie beide symmetrisch um die gleiche Achse propagieren. Der longitudianle
Walk-Off kann im Mittel (die Entstehungsorte der Paare variieren wegen der grofien
Kohérenzlange des Lasers iiber die gesamte Lange des Kristalls) ebenfalls kompensiert
werden.

Durch einfaches Verkippen eines Kompensatorkristalls in einem Arm kann man einen re-
lativen Phasenschub zwischen der horizontalen und vertikalen Polarisationskomponente
auf das entsprechende Teilchen (lokale unitire Operation) erreichen und somit die rela-
tive Phase ¢ in Gl. 4.3 einstellen.

Ganz offensichtlich machen wir hier wieder von der Tatsache Gebrauch, dass die ma-
ximal verschrinkten Zusténde (2.59) durch lokale unitire Transformationen ineinander
tiberfiihrbar sind. Im Speziellen kénnen wir an dieser Stelle zwischen [¥~) und |U™)
(entsprechend ¢ = 7 bzw. ¢ = 0 in Gl 4.3) wihlen.

Pumplaser und Einkopplung

Der BBO-Kristall wird von einem Ar™ -Laser® gepumpt. Er liefert UV-Licht bei \, =
351.1 nm mit einer Kohérenzzeit von etwa 17 ns ~ 5m/c [36] bei einer Ausgangsleistung
von etwa 75 mW bis 150 mW am Kristall. Ein Etalon im Laserresonator sorgt dafiir,
dass nur eine longitudinale Mode resonant ist.

Das emittierte Strahprofil ist das der TEMgy Mode, also einer Gaufischen Mode. Direkt

4Die Polarisation der Photonen konnte aus ihrer Position geschlossen werden.
5”Gpectra Physics BeamLok”
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Abbildung 4.3: Abhéngigkeit der Fluoreszenzintensitit bei 702 nm (Bandbreite 5.5 nm)
vom horizontalen und vertikalen Emissionswinkel [33].

hinter dem Laser werden iiber ein Prisma unerwiinschte Teile des Spektrums, die durch
Fluoreszenz im Gasmedium enstehen, aus dem Strahl separiert. Danach sorgen zwei
Linsen dafiir, dass die Taille des Gauflischen Pumpstrahls genau im BBO-Kristall liegt
und dort eine Grofie w? hat.

Jeder Gaufische Strahl wird durch seine Wellenldnge und Ort bzw. Grofle der Taille wyq
(engl. ”waist”) eines Gaufischen Strahls definiert. Die radiale Intensitédt einer Gaufischen
Mode ist proportional zu exp(—27?/w?), wobei r der radiale Abstand vom Strahlmittel-
punkt r = 0 ist, wo die Intensitit maximal ist; bei r = wy ist die Intensitét also auf 1/e?
abgefallen. Ein Gaufischer Strahl weitet sich weit weg von der Strahltaille, also in einer
Entfernung, die grof gegen die Rayleighlinge® 2 = ngw ist, mit einem Winkel 04, = 'z"—;
gegen die Ausbreitungsrichtung auf.

Um das Fluoreszenzlicht von moglichst wohldefinierten raumlichen Moden um die Schnitt-
geraden aus Abb. 4.1 aufzusammeln, koppeln wir das Licht in single-mode Glasfasern. In

diese kann man die Gauflsche TEMy, - Mode des elektrischen Feldes einkoppeln, wenn

die Wellenlinge des zu fiihrenden Lichts grofer als die Grenzwellenlinge” ist.

6Im (longitudinalen) Abstand zr von der Taille hat der Strahl die doppelte Fliche.
"Im Fall der hier verwendeten Faser P1-3224-FC der Firma Thorlabs 630 nm
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Dieses Aufsammeln in die Glasfasern konnte effizient durch ein in [35] vorgestelltes Ver-
fahren durchgefiihrt werden, das ich hier kurz skizzieren machte.

Wir beginnen damit, dass wir eine bestimmte spektrale Bandbreite A\ der aufgesam-
melten Photonen in der TEM, - Mode der Faser vorgeben. Da die Wellenlinge der emit-
tierten Photonen entlang der Aufsammelgeraden (wo A = 2}, ist) vom Emissionswinkel
f abhangt, entspricht der gewiinschten spektralen Bandbreite A\ des aufgesammelten
Lichts ein Winkelbereich A = %A\ der Emission [35] (vgl. Abb 4.3). Dieser — als
Divergenzwinkel 6g;, einer Gauflschen Mode interpretiert — definiert zusammen mit der
Zentralwellenldnge A = 702 nm den Parameter wy der Gauflschen Mode.

Diese Fluoreszenzmode soll ihren Ursprung im Zentrum des BBO-Kristalls haben. Es
werden also nur Fluoreszenzphotonen aufgesammelt, die in dem Bereich des Kristalls
entstehen, der mit der eben berechneten Mode iiberlappt.

Die Ausbeute an Photonen, die in diesem Bereich entstehen, ist maximal, wenn die-
ser Bereich mit der Pumpstrahlmode zusammenfallt. Dann ist es am besten, wenn die
Strahltaille des Pumpstrahls ebenfalls auf diese Region fokussiert wird: wy = wh.

Somit kénnen wir aus einer gewiinschten Breite A\ die fiir effiziente Kopplung benotig-
te Pumpstrahltaille w{ berechnen. Die Fluoreszenzmoden (Ort und GroSe der Taille
bekannt) konnen dann mit je einer Linse, deren Brennweite vom Abstand zwischen Fa-
serende und Kristall abhangt, auf die Offnung der single-mode Faser abgebildet werden.
Die Quelle wurde auf ein Fluoreszenzspektrum von AX = 4 nm Halbwertsbreite ausge-
legt. Daraus ergibt sich der Divergenzwinkel der Fluoreszenzmode 64, = 0.186° und fiir
die Linsen mit Brennweite von 11 mm eine Entfernung von 34.1 cm zwischen Faser und
Kristall [36] (Das Fasernde steht im Brennpunkt der Linse).

Die Strahltaillen der SPF-Moden sind wy = 68.5um = w}.

Um zu verhindern, dass vom Pumpstrahl UV-Licht mit aufgesammelt wird, stehen vor
den Faserkopplern Interferenzfilter mit einer Halbwertsbreite von 5 nm um 702 nm. Diese
Filter erleichtern auch erheblich die Justage der Quelle, da man mit ihnen nur Photonen
mit etwa der richtigen Wellenlange 2, aufsammelt.

Die Photonen der SPF laufen iiber die zwei Glasfasern, in die wir durch diesen Prozess
eingekoppelt haben, zu zwei anderen Faserkopplern, wo das Licht in die zwei Arme 1
und 2 wieder ausgekoppelt wird.

4.3 Zur Detektion der Einzelphotonen

Da die Photonenpaare der SPF gleichzeitig entstehen, konnen sie in Koinzidenz ge-
messen werden. Da wihrend einer kurzen Zeitspanne (ungefdhr 10 ns) nur mit geringer
Wahrscheinlichkeit ein SPF-Paar erzeugt wird®, konnen zwei Photonen, die innerhalb ei-

8Die Rate der detektierten Paare ist maximal in der GréBenordnung 10% pro Sekunde.
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nes kleinen Koinzidenzzeitfensters 7 detektiert werden, dem selben Fluoreszenzprozess
zugeordnet werden. Nur von diesen konnen wir die gewiinschte Verschrankung erwarten.

Durch Verluste (zum Beispiel durch Reflexionen an optischen Elementen, Absorption
in den Fasern, Streuung etc.) und die nicht optimale Effizienz der Detektoren (Quan-
teneffizienz etwa 40%) werden nicht alle erzeugten Paare als Koinzidenzen detektiert.
Deswegen sind die Einzelzéhlraten in den zwei Armen stets grofler als die Koinzidenzrate
zwischen ihnen.

Typische Werte sind < 10° Einzelereignisse (”Singles”) pro Sekunde, und das Verhéltnis
Einzel- zu Koinzidenzzihlrate war maximal 24% (ohne Interferenzfilter bei der Quelle).
Unkorrelierte Einzelereignisse produzieren zufillige (also ”unechte”) Koinzidenzereignis-
se mit einer Rate R, = 7¢-R1 Ry, wenn Ry 5 die Einzelzahlraten sind. Diese Koinzidenzen
rithren von dem endlichen Koinzidenzzeitfenster her, sind rein statistischer Natur, und
konnen deswegen von der gemessenen Koinzidenzrate abgezogen werden.

Die Einzelphotondetektion geschieht mit Silizium Avalanche Photodioden, die im Geiger-
modus betrieben werden. Ein einfallendes Photon erzeugt im aktiven Volumen des Halb-
leiters ein Elektron-Loch Paar®. Durch eine angelegte Hochspannung in Sperrrichting
werden diese Ladungstrager so stark beschleunigt, dass sie eine ganze ”Lawine” von
Ladungstragern erzeugen, was zu einem Spannungspuls am Messwiderstand fiihrt.
Danach geht die Diode nach einer Totzeit von etwa 1 us wieder in ihren urspriinglichen
Zustand iiber. Sie séttigt erst bei Zahlraten jenseits von circa 10° Hz.

Der auf diese Weise vom Photon erzeugte elektrische Puls wird dann mithilfe einer
Schwellenwertlogik in ein digitales Signal umgesetzt und in digitaler Schalttechnik pro-
zessiert. Es kann so von einem Computer erfasst werden.

Wegen der beschriebenen Arbeitsweise im Geiger-Modus ist die Photodiode unempfind-
lich gegeniiber der Photonenanzahl. Das heifit, dass man nicht unterscheiden kann, ob
ein oder mehrere Photonen einen gemessenen Puls ausgelost haben.

Man kann jedoch mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit unter Verwendung von Strahl-
teilern und Photodioden trotzdem nachweisen, dass (mindestens) zwei Photonen in einer
Mode waren. Laufen zum Beispiel zwei Photonen in der selben Mode, teilen sie sich in der
Halfte der Fille an einem 50-50 Strahlteiler auf und konnen dann in zwei verschiedenen
Moden nachgewiesen werden.

In der anderen Hélfte der Félle nehmen beide Photonen den selben Strahlteilerausgang
und 16sen ein einziges Signal an einem Detektor aus.

Wenn man die Fille selektiert, in denen man eine Koinzidenz an zwei Detektoren zwi-
schen den beiden Strahlteilermoden gesehen hat, kann man also auch zwei Photonen in
einer Mode — der vor dem Strahlteiler — nachweisen'?. Ich werde an gegebener Stelle im

9Das Material ist bei der verwendeten Wellenléinge (702 nm) besonders empfindlich.
19Die stark unterdriickten SPF-Prozesse mit mehr als zwei Photonen kdnnen in diesem Experiment
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Abbildung 4.4: Die Spektren der Einzelphoton-Ereignisse aus Arm 1 und 2. Messzeit pro
Punkt 1 Sekunde.

Experiment darauf hinweisen, wenn wir hiervon Gebrauch machen.

4.4 Die Spektren der Einzelphotonen

Zum Einstellen und Uberpriifen der Einzelphotonenspektren wurde jeweils ein Photon
als zeitliche Referenz detektiert, das andere durch ein Spektrometer geschickt und dann
in Koinzidenz detektiert. Das Einzelphotonen-Spektrometer besteht aus einem drehbaren
Gitter, an dem das einfallende Licht gebeugt wird. Die erste Beugungsordnung wird iiber
einen Spiegel und eine Linse in eine multi-mode Faser eingekoppelt.

Durch Justage der Faserkoppler an der Quelle und an den entsprechenden Spiegeln (siehe
Abb. 4.2) konnen die Spektren der aufgesammelten Fluoreszenzmoden variiert werden.
Abb. 4.4 und 4.5 zeigen das Ergebnis eines solchen Justagevorgangs. Man sieht, dass
die Spektren der Photonen in den zwei Armen sowohl bei Einzel- als auch Koinziden-
zereignissen sehr gut iibereinstimmen. Die Zahlraten der Koinzidenzen sind sensibel auf
Verluste in beiden Armen und deswegen deutlich geringer. Der konstante Offset bei
den Einzelereignissen kommt von der Dunkelzahlrate!! des Detektors. Bei den niedrigen
Einzelzahlraten (< 10* pro s) konnen zufillige Koinzidenzen vernachléssigt werden.

vernachlissigt werden.
HKonstanter Untergrund an Zéhlrate; wird durch thermische Erzeugung von Elektron-Loch Paaren im
Detektorhalbleiter hervorgerufen
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Abbildung 4.5: Die Spektren der in Koinzidenz gemessenen Photonen aus Arm 1 und 2.
Messzeit pro Punkt 1 Sekunde

Fiir die Einzelphotonen (Abb. 4.4) ergibt die Messung eine Halbertsbreite von 3.05
nm (3.25 nm) um Ag;/2 = 702.47 nm (in beiden Armen innerhalb des Fehlerbereichs
von +0.05 nm gleich) in Arm 1 (2), bei den Koinzidenzen (Abb. 4.5) erhalten wir!?
FWHM=2.53 nm (2.58 nm) bei Ag; = 702.37 nm (Ago = 702.42 nm) fiir Arm 1 (2).
Die Differenz zwischen den Zentralwellenldngen fiir Koinzidenzen liegt damit unter 2%
der spektralen Breite (FWHM).

Die Breite der Spektren hangt empfindlich von der Entfernung der Linsen L; und L, ab.
Sie wird durch die Interferenzfilter etwas verringert. Man sieht, dass die spektralen Brei-
ten etwas geringer sind, als beim Quellendesign beabsichtigt (4 nm). Die Einkopplung
in die Quellenfasern konnte also noch dahingehend optimiert werden, dass ein grofierer
Wellenldngenbereich (Winkelbereich der Fluoreszenz) aufgesammelt wird, wodurch auch
insgesamt mehr SPF-Koinzidenzen aufgesammelt wiirden.

Die Tatsache, dass die Wellenlangen Ag 1, Ak nicht exakt gleich der doppelten Wel-
lenléinge der Pumpphotonen (702.2 nm) entspricht, rithrt wohl von einer leichten De-
justierung des Spektrometers her. Jedenfalls weifl ich nicht, wo die Wellenldnge der
Photonen sich hatte dndern konnen. Fiir unsere Belange wichtig ist daneben nur, dass
Wellenlangen moglichst gleich justiert wurde. Das konnte verifiziert werden.

Dies wird notwendig in Kap. 5.5.1, wo wir uns das Phanomen der Interferenz der Pho-
tonen zunutze machen. Dazu miissen die Photonen — eben auch in der Frequenz bzw.
Wellenlange — ununterscheidbar sein.

12FWHM engl. "full width at half maximum”: Halbwertsbreite einer gau3fsrmigen Verteilung.
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4.5 Die Polarisationsverschrankung

4.5.1 Transformation des Quellenzustands

Die Photonen laufen auf dem Weg von der SPF-Quelle zum Messaufbau durch Glasfa-
sern, die durch Spannung (Kriimmung der Faser) induzierte Doppelbrechung aufweisen
und somit die Polarisation des in der Faser propagierenden Lichts drehen. Dies stellt
eine (unbekannte) unitire Transformation der Photonenpolarisation dar. Solche Trans-
formationen haben wir bereits in Kap. 2.2.4 theoretisch untersucht und gelernt, dass sie
den Verschrankungsgrad nicht beeinflussen. Damit konnen wir die inverse Operation auf
jedes'® Photon anwenden und somit den urspriinglichen (oder einen anderen, maximal
verschrinkten) Zustand erzeugen.

Zu diesem Zweck wurde jede einzelne der zwei Fasern durch so genannte Polarisati-
onskontroller gefithrt. In einem solchen kann die Polarisation beliebig gedreht werden,
indem Doppelbrechung durch Faserkrimmung erzeugt wird. Eine Faser kann also im
obigen Sinn ”neutral” gemacht werden, indem vor den Faserkoppler am Eingang der
Faser (bei der Quelle) ein Polarisator auf 0° — entsprechend horizontaler Polarisation —
in den Strahlengang gestellt wird und hinter den Faserkoppler am Ende der Faser ein
zweiter Polarisator auf 90° (linear vertikale Polarisation). Dann wird der Polarisations-
kontroller so eingestellt, dass moglichst kein Licht mehr hinter dem zweiten Polarisator
ankommt.

Das wird fiir die andere Faser ebenfalls durchgefiihrt. Davor miissen die Fasern fest fixiert
werden, um auszuschlielen, dass sie sich — einmal neutral gemacht — nochmal bewegen
und somit eine andere Drehung der Polarisation verursachen.

Durch das beschriebene Verfahren wird sichergestellt, dass die Doppelbrechung der Faser
nicht horizontale in vertikale lineare Polarisation dreht. Ein Phasenschub zwischen H und
V ist immer noch méglich!4. Dieser kann jedoch an einem der Kompensationskristalle
justiert werden, wie in Kap. 4.2.3 dargelegt. Der Zustand hinter den Fasern hat also mit
"neutralen” Fasern wieder die gleiche Form |¥) = (|HV) + € |VH)) /\/2 wie davor
(mit anderem ¢, siehe Gl. 4.3). Insbesondere kénnen wir mit einem Kompensatorkristall
e = i einstellen. Diesen Zustand, |¥;) := (|HV)+i|VH))/+/(2), konnen wir dann
wie folgt lokal in die vier Bell-Zustande transformieren:

Das Photon in Arm 1 (vgl. Abb. 4.6) durchlduft zunéchst ein Halbwellenpléttchen
(HWP), das auf den Winkel'® o eingestellt ist, und dann ein Viertelwellenplattchen
(QWP) auf Winkel §. Durch vier bestimmte Kombinationen (c, ) kénnen somit aus

13In der Tat erfahren beide Photonen eine unitire Transformation; diese sind jedoch lokal, also als
Produkt U; ® Uy darstellbar und somit auch lokal umkehrbar.

14Um diesen ebenfalls zu eliminieren miisste die selbe Prozeur noch mit unter +45°/ — 45° (P/M)
eingestellten Polarisatoren durchgefiihrt werden.

5Definitionen der Operatormatrizen und Winkel fiir Wellenplittchen in A.2.
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Arm 1

Polarisator (fest)

Faser 1 von QU

Faser 2 von Quelle

Polarisator (rotiert)

Arm 2

Abbildung 4.6: Schema des Aufbaus zur Messung der Polarisationskorrelationen. Im
farblich hinterlegten Bereich findet Alices Informationskodierung statt.

dem Zustand |¥;) alle vier Bell-Zustdnde generiert werden:

fira =0° und g =0°
fiir « = 0° und 8 = 90°
fiir « = 45° und 8 =0°
fiir = 45° und S = 90°

Un/a(B) Unp2(a) [W3) = (4.4)

R
N NG A

Man beachte, dass diese Operatoren genau den vier unitaren Operatoren Uy, Uy, Ui
und Uj; entsprechen, die Alice im Dense-Coding-Protokoll durchzufiihren hat. Sie er-
zeugt aus einem Anfangszustand durch eine von vier Operationen an nur ihrem Teilchen
— entsprechend einer der vier Winkelkombinationen aus Gl. 4.4 — lokal alle vier Bell-
Zustande. Bobs Teilchen in Arm 2 bleibt unangetastet.

Wir sehen also, dass genau hier Alices klassische Information durch ihre Wahl der Posi-
tion der Wellenplattchen in das System kodiert werden kann.

Im folgenden Abschnitt zeige ich, dass dadurch wirklich die vier Bell-Zustinde erzeugt
werden.

4.5.2 Die Polarisationskorrelationen

Die Bell-Zustande zeigen nichtklassische Korrelationen in beliebigen Basen. Zum Nach-
weis, dass ich mit dem hier beschriebenen Prozess der spontanen parametrischen Fluo-
reszenz vom Typ II, der Methode zur Kopplung in die Glasfasern, und der unitidren
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Operationen vom vorigen Abschnitt tatsdchlich diese vier Zustinde generieren kann,
analysieren wir die Polarisationsorrelationen der zwei Photonen zuerst in der Standar-
dasis {|H),|V)} und dann in der konjugierten Basis {|P), |M)}.

Abbildung 4.6 zeigt schematisch den Aufbau zur Messung der Polarisationskorrelationen.
In Arm 1 steht ein Polarisator auf H (beziehungsweise P), wihrend in Arm 2 ein Pola-
risator von 0° bis 360° von einem Motor durchgedreht wird. Dies geschieht in Schritten
von 5° und in jeder Position werden die Koinzidenzereignisse zwischen den Detektoren
1 und 2 genau 1 Sekunde lang gezahlt.

Die Photonen werden in multi-mode Fasern eingekoppelt, die einen wesentlich gréfleren
Akzeptanzraumwinkel als single-mode Fasern aufweisen. Damit ist man nicht so sensibel
auf einen etwaigen Strahlversatz durch den sich drehenden PolarisatorS.

Aus den Gleichungen 2.50-2.53und 2.57 kann man die Art der erwarteten Korrelationen
in den Basen H/V und P/M fiir alle vier Zusténde ablesen.

In den Abb. 4.7 sind die Ergebnisse dieser Messungen gezeigt. Sie zeigten die erwarteten
Korrelationen fiir alle (gemafl Gl. 4.4) eingestellten Bell-Zustéande. Dabei ist die Koin-
zidenzrate aufgetragen, die man an den Detektoren erhilt, wenn das Photon in Arm 1
horizontal (H) bzw. unter +45° (P) polarisiert war. Die Winkel entsprechen bei 0° (90°)
dem Polarisationszustand |H) (|V)), bei 45° (—45° = 135°) dem Polarisationszustand
IP) (|M)).

Zum Beispiel gilt fiir den EPR-Zustand |¥) " : Bei parallelen Polarisatoren (HH bzw. PP)
sind die Koinzidenzen minimal, bei gekreuzten (HV bzw. PM) dagegen maximal. Daran
konnen wir erwartungsgemafl ablesen, dass der Zustand in beiden Basen antikorreliert ist.
Fiir diesen Zustand und bei gekreuzter Einstellung in PM-Basis wurde die Verkippung
des Kompensationskristalls (Kap. 4.2.3) eingestellt, indem auf minimale Koinzidenzen
justiert wurde. Der Kontrast'” der Korrelationen ist in Tabelle 4.1 angegeben.

Basis [ [0) [ [97) [ &) [ @)

H/V | 98.2 | 98.0 | 98.0 | 98.1
P/M | 98.4 | 98.8 | 98.9 | 98.3

Tabelle 4.1: Gemessene Kontraste der Polarisationskorrelationen in Prozent fiir die Bell-
Zusténde in H/V-Basis beziehungsweise P/M-Basis.

Da die hohen Einzelzahlraten bei dieser Messung einen Untergrund von ungefahr 10
zufalligen Koinzidenzen pro Sekunde von unkorrelierten Photonen verursachen, wurde

16Genaueres dazu in Kap. 5.5.2.
17Zur Definition des Begriffs siehe Anhang A.1.
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Abbildung 4.7: Verlauf der Polarisation des einen Photons, wenn das andere Photon ho-
rizontal (H) bzw. unter +45° (P) polarisiert detektiert wird. Die Balken
geben die statistischen Fehler an; zufallige Koinzidenzen wurden subtra-
hiert.

dieser Wert von den gemessenen Raten abgezogen, um ein genaueres Mafi (den Kontrast)
fiir die tatsachliche Verschrankung der korrelierten Paare zu erhalten. Die unkorrigierten
Kontraste sind etwa 0.5% geringer.

Die Werte wurden durch einen ”fit” der sinusférmigen Funktion!® fi, an die Mess-
punkte fiir jeden einzelnen Bell-Zustand und jede Basis ermittelt. Dabei wurden die
Messwerte geméf ihres statistischen Fehlers gewichtet. Der absolute Fehler der Angaben

8siehe Anhang A.1.
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liegt bei +0.2%. Damit konnte gezeigt werden, dass alle vier polarisationsverschrank-
ten Bell-Zustiande mit sehr hohem Kontrast erzeugt werden kénnen. Durch die in GI.
4.4 beschriebenen Operationen konnen wir lokal aus einem Anfangszustand alle Bell-
zustinde erzeugen. Wie in Kap. 3 dargelegt, ist dies der wesentliche Schritt im dense
coding-Protokoll.
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5 Volistandige Bell-Zustandsanalyse
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5.1 Einleitung

Die Bell-Zustinde spielen in der Quanteninformationstheorie eine herausragende Rol-
le. Sie bilden eine mazximal verschrankte Basis im Zwei-Qubit Hilbertraum, sind also
paarweise orthogonal und damit durch eine geeignete Messung absolut unterscheidbar.
Projeziert man einen Produktzustand auf die Bell-Basis, so befindet sich das System
nach der Messung in einem der Bell-Zustinde (vgl. Kap. 2.2.3).

Diese Eigenschaft macht man sich unter anderem beim Teleportieren [37] zunutze, wo
man durch Projektion eines Zweiteilchenzustandes (A und B) auf die Bell-Basis den
Quantenzustand eines dieser zwei Teilchen (B) iiber beliebige Distanzen auf ein drittes
(C) tbertragen kann. Teilchen A und C befanden sich zuvor in einem Bell-Zustand.
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Nach der Projektion findet man natiirlich A und B in einem der maximal verschriankten
Basiszustande.

Die Projektion auf die Bell-Zustiande ist ebenfalls der wesentliche Bestandteil der Ver-
schrankungsiibertragung [2, 38, 39] (engl. ”entanglement swapping”), die es erlaubt,
zwei weit entfernte Teilchen zu verschrinken, ohne eine gemeinsame Messung an beiden
vorzunehmen; die zwei Teilchen miissen zuvor jeweils mit einem anderen verschrankt
gewesen sein, an welchen dann die Projektion vorgenommen werden kann.

Durch eine Reihe solcher Ubertragungen an vielen distanten Systemen kénnte man sehr
weit entfernte Systeme miteinander verschranken, auch wenn der Quantenkanal zwischen
ihnen imperfekt ist [40], also Verluste und Dekohérenz aufweist. Diese zwei verschrank-
ten Systeme konnte man zum Beispiel zur sicheren Kommunikation tiber quantalen
Schliisselaustausch iiber sehr grofe Distanzen verwenden [41].

Beim Dense Coding ist es — wie wir in Abschnitt 3 gesehen haben — erforderlich, einen
Zustand herzustellen, aus dem Alice durch eine lokale Transformation, also durch Opera-
tion auf nur ihrem Teilchen, einen der vier Bell-Zustinde generieren kann. Und zu guter
letzt muss Bob in der Lage sein, die vier Bell-Zustinde unterscheiden zu kénnen. Er
kann davon ausgehen, dass er ausschliefilich einen dieser vier Zustiande bekommt, also
keine Superposition von ihnen! bekommt. Eine solcher Vorgang wird auch als Zustands-
klassifizierung oder -diskriminierung bezeichnet. Die Praparation des Anfangszustands
und Alices lokale Operationen wurden bereits im Kapitel 4 besprochen. Wenden wir uns
nun also dem letzten Schritt, Bobs Zustandsanalyse, zu.

5.2 Unterscheidbarkeit der Bell-Zustande

Wie wir sehen werden, stellt die Unterscheidung der Bell-Zusténde (wenn man nur ein
einzelnes System von Quantenteilchen vorliegen hat) die grofite experimentelle Heraus-
forderung im Dense Coding-Protokoll dar. Obwohl die Bell-Zustinde orthogonal und sie
somit prinzipiell unterscheidbar sind — d.h., es gibt eine Messung, die sie unterscheidet
—, gehoren sie zu einer Klasse von Zusténden [42, 4], die mit dblichen und mit technisch
vertretbarem Aufwand implementierbaren optischen Hilfsmitteln nicht absolut unter-
scheidbar sind. Genauer meint man damit passive linear-optische? Elemente, die sich
aus Phasenschiebern und Strahlteilern bilden lassen [43]. Die Frage, warum man sich
denn darauf beschranken sollte, wird hauptsachlich durch Grinde der Effizienz beant-
wortet. So ist der experimentelle Aufwand, bei Verwendung nichtlinearer Prozesse un-
gleich hoher; aulerdem muss man verstarkt mit unerwiinschten Storungen am System,

'Da die Bell-Zusténde eine Basis in HQH bilden, kann jeder Zwei-Qubit Zustand als eine Superposition
von ihnen angesehen werden.

2linear bedeutet in diesem Fall, dass die Erzeugeroperatoren der Ausgangsmoden Linearkombinationen
der Erzeugeroperatoren der Eingangsmoden sind [4].
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Abbildung 5.1: Mit passiven linearoptischen Elementen lassen sich deterministisch nur
zwei Bell-Zustinde unterscheiden. Das gilt fiir zwei beliebige Bell-
Zusténde. Hier sind es |¥~) und |®7).

z.B. Dekoharenz, rechnen.

GHOSH ET AL. haben bewiesen [44], dass man bestenfalls zwischen zwei Bell-Zustdnden
unterscheiden kann, wenn man nur lineare Elemente und klassische Kommunikation ver-
wendet; CALSAMIGLIA und LUTKENHAUS verallgemeinern dieses Ergebnis und beweisen
[4], dass die Erfolgswahrscheinlichkeit eines linearen Bell-Diskriminators nicht {iber 50%
liegt®. Das schliefit nichtdeterministische Analysen ein, bei denen jeder Zustand mit
Wabhrscheinlichkeit kleiner eins unterschieden wird.

Diese maximale Effizienz wurde in zahlreichen Experimenten, die auf ein- und zwei-
Photoneninterferenz beruhen, erreicht [45, 46, 47].

Abb. 5.1 stellt die Stufen der Klassifizierung schematisch dar. Die HOM-Interferenz
wird in Kap. 5.5.1 erklart. Mit ihr ldsst sich ein Zustand (z.B. |¥~)) unterscheiden.
In einem weiteren Schritt kann ein anderer Zustand (z.B. |®7)) diskrimiert werden, die

3Dabei nimmt man an, dass die Bell-Zustéinde gleichwahrscheinlich auftreten (die Entropie ihrer Ver-
teilung also maximal ist).
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Abbildung 5.2: Das Ein-Qubit Hadamard Gatter bildet zusammen mit dem Zwei-Qubit
CNOT-Gatter die Standardbasiszustidnde von HQH auf die Bellzustiande
ab und umgekehrt.

verbleibenden zwei (z.B. [U1) | |®7)) ergeben jedoch stets das gleiche — dritte — Resultat.
Da jeder Bell-Zustand vor jedem Schritt durch eine unitare Operation in einen anderen
transformiert werden kann, kann man somit drei beliebige Klassen von Bell-Zustianden
unterscheiden; nie jedoch alle vier gleichzeitig.

In der vorliegenden Arbeit demonstriere ich die experimentelle Umsetzung der vollstandi-
gen Bell-Zustandsanalyse. Das heifit, dass alle vier der Bell-Zustande deterministisch und
an einer einzigen Kopie unterschieden werden konnen. Dabei verwenden wir nur passive
linearoptische Elemente ohne bedingte Dynamik und ohne zusatzlicher Photonen. Wir
nutzen die Verschrankung einzelner Photonenpaare in einem — neben der Polarisation —
weiteren Freiheitsgrad aus, analysieren also in einem hoherdimensionalen Hilbertraum
(siehe Kap. 5.4).

5.3 Das CNOT Gatter

5.3.1 Vollstandige Gattersysteme

Ein Computer ist eine sehr allgemeine, klassische Informationsverarbeitungsmaschine,
die auf klassischer, Boolescher Logik basiert. In Analogie dazu kann man sich einen
Quantencomputer vorstellen, der nun aber nach den Gesetzen der Quantenmechanik
arbeitet. Natiirlich tut das jeder klassische Computer in Strenge auch. Der Unterschied
ist aber, dass der Quantencomputer vor allem die nichtklassischen Quanteneigenschaften
seiner ”Bauteile” nutzt, der herkommliche Rechner jedoch nicht.

Eine klassische Rechenoperation kann durch (eventuell sehr viele) miteinander vernetzte
Exemplare von sehr wenigen elementaren Gattern dargestellt werden. Tatsachlich rei-
chen sehr wenige solcher Gatter aus (etwa das NOT und das XOR) um alle auf einem
klassischen Computer durchfithrbaren Berechnungen zu implementieren.

Auch die Operationen eines allgemeinen Quantencomputers kann man als Netzwerk
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elementarer Gatter darstellen. Diese stellen unitére (reversible) Operationen auf einem
oder mehreren Qubits dar. In diesem Fall kénnen alle unitiren Transformationen durch
die Menge der unitaren Ein-Qubit Operationen sowie einem verschrinkenden Zwei-Qubit
Gatter zusammengesetzt werden; ein solches ist das so genannte CNOT-Gatter.

Man kann es als quantale Verallgemeinerung des XOR Gatters verstehen* mit dem ent-
scheidenden Unterschied, dass es nicht nur fiir die Eingéinge |0) und |1) (entsprechend 0
und 1 beim XOR) definiert ist, sondern eben auch fiir jede Superposition dieser (Basis-)
Zustande, also jedes Qubit.

5.3.2 Das CNOT als maximal verschrankendes Gatter
Das CNOT-Gatter wirkt auf die Basiszustdnde folgendermafien:

Uenor @ 00) = |00)
01) — |01)
10) > [11)
11) — |10) (5.1)

Das erste Qubit wird ”control”, das zweite ”target” genannt. Das control-Qubit be-
stimmt, ob das target-Qubit verdndert wird oder nicht. I Es bleibt selbst unveriandert.
In einer physikalischen Realisierung miissten die zwei Qubits (control und target) sich
also gegenseitig beeinflussen konnen.

Interessanterweise kann man den Prozess der Verschrankung, also die Transformation
eines Produktzustandes in einen verschrankten Zustand, durch das CNOT-Gatter zu-
sammen mit einem Hadamard-Gatter realisieren (Abb. 5.2).

Das Ein-Qubit Hadamard-Gatter transformiert die Ein-Qubit Basiszustande wie
H: o |0) = (|0)+[1)/V2, [1)=(|0) - [1))/v2 (5.2)
Aus dem Produktzustand [1) 1) = |V') |V)) wird also durch die Wirkung des Hadamard-
Gatters auf das erste Qubit
1 1
V2 V2
was sich durch das CNOT-Gatter transformiert in

1 1 .
ﬁ(\om) =D [1) = E(IOHD —[1)10)) = [¥7). (5.4)

1) = —=(10) = 1)) [1) = —= (10} [1) = [1) [1)), (5-3)

4Allerdings ist das XOR irreversibel (es hat zwei Einginge und einen Ausgang, der von beiden
Eingdngen abhingt). Das CNOT behalt einen der beiden Einginge (das control-Qubit). So ware
auch das XOR reversibel.
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Die ”Maschine” in Abb. 5.2 wiirde demnach aus einem Produktzustand ein maximal
verschranktes EPR-Paar machen.

Da die Gatter reversibel sind, kann man es auch von rechts nach links lesen; man rechnet
leicht nach, dass das CNOT die vier Bell-Zustande [®*),|¥*),|®~) und |¥ ) auf die
vier Produktzustdnde |00),|01),|10) und |11) abbildet.

Gelange also die Implementierung eines CNOT-Gatters, so konnte man die Bell-Zustande
ganz einfach dadurch unterscheiden, dass man sie durch ein CNOT-Gatter schickt und
dann die vier Zustande der Zwei-Qubit Standardbasis unterscheidet, was einfach zu be-
werkstelligen ist. Leider ist die Umsetzung eines CNOT-Gatters mit photonischen Qubits
sehr schwierig, weil die benotigte Photon-Photon-Wechselwirkung im nichtlinearen Me-
dium extrem schwach ist.

Man kann sich bei Photonen jedoch das Phinomen der Interferenz zunutze machen. Es
gibt Ansitze, den Mangel der nichtlinearen Interaktion zu umgehen, indem man zum
Beispiel auf zusétzliche Hilfsphotonen zuriickgreift [48]. Mit diesen Methoden kann man
probabilistische Gatter implementieren, wobei die Fehlerwahrscheinlichkeit ungefihr um-
gekehrt proportional zum Aufwand an zusitzlichen Photonen ist. In letzter Zeit ge-
lang es, durch Verwendung von zusatzlichen Einzelphotonen und bedingter Dynamik,
probabilistische CNOT Gatter experimentell mit linearoptischen Mitteln zu realisieren
[49, 50, 51].

5.4 Verschrankung in mehreren Freiheitsgraden

Wie dargelegt, kénnen wir mit den verwendeten (passiven) linearoptischen Elementen
maximal zwei der vier Bell-Zustande unterscheiden. Die zwei anderen geben uns stets
ein anderes, drittes Ergebnis.

Um die Bell-Zustandsanalyse trotzdem durchfiihren zu konnen, machen wir uns zunutze,
dass die Photonen aus unserer Quelle der spontanen parametrischen Fluoreszenz nicht
nur polarisations- sondern auch in ihrer Energie bzw. Zeit verschrankt sind. Genau wie
die Polarisationsverschrinkung beruht diese Tatsache auf dem Entstehungsprozess der
Paare (vgl. Abb. 4.1).

Der Entstehungszeitpunkt des SPF-Photonenpaares ist unsicher iiber die Koharenzzeit
des Pumplasers 77 = 17 ns — diese entspricht also der Koharenzzeit des Zweiphotonen-
Wellenpakets. Weil die Kohorenzzeit des Lasers so lange, seine Energie also sehr genau

definiert ist, ist die Summe der einzelnen Photonenenergien aufgrund der Energieerhal-
tung (Gl. 4.2) E = hi(w + wq) = fiw, ebenfalls sehr scharf definiert.

Die spektrale Breite der zwei Einzelphotonen ergibt sich aus dem Aufsammelprozess des

Fluoreszenzlichts der SPF (siehe Kap. 4.2.2); die gesamte Bandbreite der SPF ist sehr
grof [35]. Je nach Wahl der Einkoppeloptik kann so ein bestimmtes Spektrum ausgewahlt
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Abbildung 5.3: Aufbau zur Energie-Zeit Verschrankung nach FRANSON.

werden. Wie in Abb. 4.4 zu sehen ist, betragt die Halbwertsbreite der in Koinzidenz
gemessenen Einzelphotonspektren AAx &~ 2.5 nm, entsprechend einer Kohérenzzeit von
)\2

At ~ ~ 640 fs. .
tcA)\ 640 fs (5.5)

Die Koharenzzeit der Einzelphotonen ist also wesentlich kleiner als die Koharenzzeit der
gesamten Zweiteilchenwellenfunktion, 77 < 7P. Das bedeutet, dass der Zeitpunkt des
Auftretens einer Detektion unscharf (77) ist, die Zeitdifferenz zwischen der Detektion
des einen und des anderen (einzelnen) Photons jedoch sehr gering (77) ist.

Da in unserem Fall 77 < 1 ps gilt und damit weit unter der zeitlichen Auflosung der
Messelektronik liegt, werden die zwei Photonen aus dem selben SPF-Prozess tatsiachlich
gleichzeitig — "koinzident” — detektiert. Das gilt natiirlich nur in dem Fall, dass die Pho-
tonen auf ihren (unterschiedlichen) Wegen durch Fasern, Luft, Glas, und so weiter den
gleichen optischen Weg vom Entstehungspunkt (BBO-Kristall) bis zum Detektor zuriick-
legen®; auBerdem miissen die Signallaufzeiten (z.B. in BNC-Kabeln) zwischen Teilen der
Messapparatur und der Koinzidenzlogik bedacht werden (siehe dazu auch Kap. 5.5.5).
FRANSON untersuchte solche zeitlichen Korrelationen 1989 und zeigte, dass sie zur Ver-
letzung einer Bell-Ungleichung fithren konnen, also nichtklassisch sind [52]. Da dieses
Phénomen eine zentrale Rolle fiir meine vollstandige Bell-Zustandsunterscheidung spielt,
mochte ich die Idee, die dahinter steht, kurz erlautern. Der Aufbau dazu ist in Abb. 5.3
zu sehen.

Eine Quelle wie zum Beispiel unsere SPF-Quelle emittiere Energie-Zeit verschrankte
Photonenpaare (zum Beispiel durch den zweistufigen Zerfall eines angeregten Atomzu-
standes mit langer Lebensdauer); das heifit, dass man den Zeitpunkt nicht (oder nur
sehr ungenau) wissen kann. Die zwei Teilchen fliegen in entgegengesetzte Richtungen
und durchlaufen je ein asymmetrisches Mach-Zehnder Interferometer. Jedes der beiden
Photonen kann nun entweder den langen ("long”, [) oder den kurzen (”short”, s) Weg
des Interferometers nehmen®. Wenn ein Teilchen kurz, das andere lang (also s — [ oder

5gleich bedeutet hier mit einem Laufzeitunterschied der deutlich kleiner als das Koinzidenzzeitfenster
ist. Das Koinzidenzzeitfenster gibt die maximale Zeitdifferenz an, die zwei Detektionsereignisse haben
diirfen, um noch als ”gleichzeitig” interpretiert zu werden.

61ch bin mir der etwas flapsigen Sprechweise bewusst, bervorzuge sie jedoch der Anschaulichkeit halber.
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[ —s) lauft, konnen diese Fille anhand der Ankunftszeiten an den Detektoren unterschie-
den werden. Wenn jedoch entweder beide kurz (s — s) oder beide lang (I — ) gelaufen
sind, so lassen sich diese zwei Falle s — s und [ — [ nicht unterscheiden, da nicht bekannt
sein konnte, wann das Paar losgeschickt worden ist!

Essentiell wichtig bei diesem Phénomen ist, dass die Kohérenzzeit der Paare (die zeitliche
Unsicherheit iiber die Emission 7, aus der Quelle) groBer als die zeitliche Trennung
durch das Interferometer ist, da die Ereignisse s — s und [ — [ sonst unterscheidbar
werden und nicht mehr koharent sind. Das ist ganz analog der Koharenzforderung bei
Interferenzexperimenten in anderen Freiheitsgraden (z.B. im Ort).

Versuche dieser Art wurden durchgefiihrt und Interferenz zwischen den Zustinden nach-
gewiesen [53, 54]. SCARANI ET AL. hat ein Experiment vorgeschlagen [55], um Energie-
Zeit Verschrankung nach FRANSON an durch kohérente Laserstrahlung erzeugten Qua-
sipartikeln (Elektron-Loch Paaren) in Halbleiterbauelementen zu untersuchen.

Eine konzeptionell dhnliche, diskrete, Art der Energie-Zeit Verschrankung wurde von
TITTEL [56] aufgezeigt (” time-bins” ). Daneben gibt es Arbeiten, die statt der Polarisations-
und Energie-Zeit Verschrankung Polarisations- und Impulsfreiheitsgrade der in sponta-
ner parametrischer Fluoreszenz entstandenen Photonen verwenden [57].

Wie in Kap. 5.5.2 zu lesen ist, machen wir uns die Eneregie-Zeit Verschrankung der
Photonen aus spontaner parametrischer Fluoreszenz zunutze, indem wir die — praktisch
gleichzeitig entstandenen — einzelnen Photonen fiir eznen Polarisationszustand, das heif3t
fiir nur einen Bellzustand, um einen Zeitbetrag separieren, der deutlich kleiner als die
Kohéarenzzeit der Gesamtwellenfunktion ist. Damit bleiben die ”friihen” und ”spéten”
Zustande kohérent, konnen interferieren und weiter in ihrer Polarisation analysiert wer-
den. Man kann also sagen, dass wir die Information, die in den Polarisationzustéinden
kodiert und nach Kap. 5.2 mit linearoptischen Elementen nicht auslesbar ist, teilweise
in einen anderen Freiheitsgrad (die zeitliche Korrelation der Photonen) ”umkodieren”,
in dem sie uns zuganglich wird. Dadurch analysieren wir an einem Zustand, der in einen
hoheren Hilbertraum eingebettet ist. Mehr dazu in Kap. 5.5.2, wo ich erklaren werde,
wie diese Ideen experimentell umgesetzt werden.

5.5 Implementierung

In den folgenden Abschnitten werde ich darlegen, wie die vollstdndige Unterscheidung
der Bell-Zustinde mit linearen optischen Mitteln bewerkstelligt wird. Dabei machen
wir uns bereits seit langerem bekannte und hiufig angewendete Verfahren [58, 45, 37]
zunutze, um zwei der Zustinde eindeutig zu unterscheiden; daneben greifen wir auf die
Verschriankung in anderen Freiheitsgraden (Kap. 5.4) unserer Photonenpaare zuriick, um
die letzten zwei Bell-Zustinde ebenfalls identifizieren zu kénnen [5].
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Abbildung 5.4: Schema der vollstandigen Zustandsanalyse. Zur Erlduterung siehe Text.
Die Photonen des grau hinterlegten Zustands |V~ ) werden im asymme-
trischen Interferometer zeitlich separiert, die der zwei anderen dagegen
nicht. Vergleiche mit Abb. 5.1.

Im Uberblick kann der Ablauf der Zustandsdiskriminierung der polarisationskodierten
Bell-Zusténde wie folgt dargestellt werden (vgl. Abb. 5.4):

1. Ein Zustand (|¥*)) wird durch sein Verhalten bei Zweiphotoneninterferenz an
einem Strahlteiler diskriminiert (Kap. 5.5.1). Die drei anderen Zustidnde verhalten
sich hier gleich.

2. Ein zweiter Zustand (|¥~)) wird anhand seiner Polarisation in einem asymme-
trischen Interferometer unterschieden. Dabei wird die Information, die in seiner
Polarisation kodiert war, in den zeitlichen Freiheitsgrad umkodiert.

3. Die Zusténde [®~) und |®*) konnen aufgrund der Energie-Zeit-Verschrinkung
nach dem asymmetrischen Interferometer in der P/M-Basis unterschieden werden.
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Abbildung 5.5: HOM-Interferenz am Strahlteiler (BS). Die zwei Moden der Arme A und
B, in denen die SPF-Photonen propagieren, iiberlappen am Strahlteiler.
Je nach Bell-Zustand verlassen beide Photonen den Strahlteiler in der
selben, oder in unterschiedlichen Moden a’ bzw. b’.

5.5.1 HOM-Interferenz
Das Prinzip

Im ersten Schritt der Zustandsanalyse machen mir uns die unterschiedlichen Symmetrie-
eigenschaften der Bell-Zustdnde unter Teilchenaustausch zunutze. Das Phinomen, auf
dem der Effekt beruht, wurde erstmalig von HONG, OU und MANDEL untersucht [58]
und nach ihnen benannt ("HOM?”-Interferenz). Es handelt sich um die Zweiphotonen-
Interferenz an einem Strahlteiler.

Da wir Zustande aus zwei Photonen, also Bosonen, betrachten, muss die Gesamtwellen-
funktion in allen Quantenzahlen zusammen bosonischen Charakter haben, also unter
Teilchenaustausch symmetrisch sein.

Betrachtet man die Bell-Zustiande in Gl. 2.50-2.53, so kann man erkennen, dass nur der
Zustand [¥~) = |HV) — |[VH) im Hilbertraum der Polarisationsfreiheitsgrade (Spin-
Freiheitsgrade) antisymmetrisch ist. Folglich muss seine Ortswellenfunktion ebenfalls
antisymmetrisch sein, um der Symmetrie der gesamten Wellenfunktion, dem Produkt aus
Spin- und Ortswellenfunktion, Rechnung zu tragen. Die anderen drei Zustande haben
symmetrische Spin- und Ortswellenfunktionen.

Lasst man die zwei rdumlich getrennten Moden (a und b) der Bell-Zustands Photonen

67



an einem nichtpolarisierenden Strahlteiler (engl. ”beam splitter”, BS) iiberlappen (siehe
Abb. 5.5), so werden sich die Photonen aufgrund eben besprochener Symmetrieeigen-
schaften unterschiedlich verhalten. Bei Zustidnden mit bosonischer Ortswellenfunktion
werden stets beide Photonen in die selbe Ausgangsmode transmittiert beziehungsweise
reflektiert. Eine Messung zwischen den beiden Moden, a’ und b’, ergibt also fiir diese
drei Zustande keine zeitlichen Koinzidenzen.

Fiir den Zustand mit antisymmetrischer, also fermionischer, Spin- und Ortswellenfunkti-
on |¥~) dagegen trennen sich die zwei Photonen immer am Strahlteiler auf und resultie-
ren in je einem Photon in Mode a’ und b’. Die Koinzidenzrate zwischen den Detektoren
in den Moden a’ und b’ ist maximal, da jedes Photonenparchen eine Koinzidenz auslost.
Wenn also eine Koinzidenz zwischen den Moden a’ und b’ auftritt, so konnen wir davon
ausgehen, dass der Zustand der antisymmetrische war; beobachten wir keine Koinzidenz,
so wissen wir nur, dass einer der drei anderen, symmterischen, vorlag.

Wir konnen somit also genau einen Zustand identifizieren.

Wie in [36] genau beschrieben ist, tritt an dem verwendeten Strahlteiler ein unterschied-
licher Phasenschub zwischen horizontaler und vertikaler Polarisation in Reflexion auf”,
der die Zustande |¥~) und |¥T) transformiert, bevor die Interferenz stattfindet. Das
bewirkt, dass nicht mehr der Zustand |¥~), sondern |¥*) am Strahlteiler Koinzidenzen
erzeugt, alle anderen nicht.

Nach dem Strahlteiler ist der der einlaufende Zustand [¥~) jedoch in den Zustand [¥™)
transformiert. Um daran zu erinnern, dass ich den transformierten einlaufenden Zustand
nach dem Strahlteiler meine, werde ich fiir diesen Zustand [¥~)”° (fiir "beam splitter”)
schreiben.

Der weitere Verlauf der Analyse wird davon nicht beeinflusst.

Experimentelle Umsetzung

Die Interferenz am Strahlteiler kann man nur beobachten, wenn die Einzelteilchenwel-
lenfunktionen dort iiberlappen®. Zur Justage des raumlichen Modeniiberlapps wurden
die beiden Faserauskoppler (single-mode Faser mit Linse) in Haltern montiert, die die
Translation als auch die Verkippung in beiden Richtungen senkrecht zum Strahl iiber
Mikrometerschrauben erlauben.

Justiert habe ich dabei mithilfe eines mit bloflem Auge gut sichtbaren Diodenlasers
bei etwa 700 nm, dessen Licht iiber einen Faserstrahlteiler in die Fasern in Abb. 5.5
eingekoppelt wurde. Uberpruft man die Interferenz der Strahlen aus den Armen A und
B in unmittelbarer Ndhe hinter dem Strahlteiler sowie in einiger Entfernung (ca. 3 m),

"Dieser wird durch die dielektrischen Eigenschaften des Klebstoffes beeinflusst, der die zwei Prismen,
die den Strahlteiler bilden, zusammenhalt.

SPITTMAN ET AL. [59] haben darauf hingewiesen, dass es auch Interferenz geben kann, wenn die zwei
einzelnen Photonen zu sehr unterschiedlichen Zeiten am Strahlteiler ankommen.
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so kann man die Strahlen durch Verschiebung und Verkippung der Faserkoppler recht
gut zum Uberlapp bringen.

Dabei muss man beachten, dass die Strahlen in den beiden Armen gleich kollimiert sind
(gleiche Kriimmung der Wellenfronten); ansonsten leidet die Interferenz. Dazu wurde der
Verlauf der Strahlprofile iiber eine grofie Distanz® gepriift und dann iiber die Entfernung
der Kopplerlinse zum Faserende versucht, die Strahltaille ins ”unendliche” zu schieben.

Dadurch wird die Aufweitung des Gaufschen Strahls minimal, also seine Rayleighlange
sehr grof3.

Das spielt in diesem Experiment eine wichtige Rolle, da die Aufweitung der Strahlen
bedingt, dass unterschiedlich weit gelaufene Strahlen unterschiedliche Strahlprofile ha-
ben und dann nicht mehr perfekt iiberlappen konnen. Dies wiirde insbesondere den
Kontrast der Interferenz im asymmetrischen Interferometer (Kap. 5.5.2) drastisch redu-
zieren: dort lassen wir Strahlteile absichtlich unterschiedlich weit propagieren, um einen
Zeitunterschied zu erzeugen.

Es stellte sich heraus, dass ein guter Kontrast der HOM-Interferenz (jenseits der 90%)
sehr schwer zu justieren war, was mit Sicherheit daran liegt, dass hierbei sowohl die
Photonenspektren, als auch ihr raumlicher Uberlapp, als auch Imperfektionen der Pola-
risation — also der Bell-Zustands Praparation — einen Beitrag leisten.

Neben der Justierung des beschriebenen (transversalen) Modeniiberlapps muss man
dafiir Sorge tragen, dass die Einteilchenwellenfunktionen auch longitudinal iiberlappen:
Da keine Interferenz auftritt, wenn die Wellenfunktionen nicht iiberlappen, teilen sich die
Photonen in diesem Fall zufillig auf die Moden a’ und b’ auf. Bei perfektem Uberlapp
wiirden wir fiir [¥*) eine Verdopplung der Koinzidnrate erwarten; fiir die drei ande-
ren Bell-Zustidnde erwarten wir keine Koinzidenzen mehr, wenn die Wellenfunktionen
iiberlappen.
Nach den Uberlegungen in Kap. 4.4 erwarten wir eine Kohiirenzzeit von etwa TS ~ 650
fs. Das bedeutet, dass der optische Weg der Photonen vom Entstehungspunkt (im Mittel
das Zentrum des BBO-Kristalls, da ¢r? > 2 mm Kristallldnge ist) zum Strahlteiler auf
einen Bruchteil von ¢} =~ 0.2 mm genau gleich sein muss.
Dazu wurde der optische Weg (durch Luft und Fasern) gemessen bzw. berechnet'® und
die Faserkoppler in Arm 1 und 2 so aufgestellt, dass der Unterschied weniger als O(1cm)
betrug. Der Faserkoppler in Arm 1 wurde auf eine motorgesteuerte Translationsstufe
montiert, die eine Langenanpassung des Arms im Mikrometerbereich iiber etwa +1.2
cm erlaubt. Wenn der optische Weg in beiden Armen genau gleich ist, kann man die
Interferenz beobachten.

9circa 8 m; die Wegliingen im experimentellen Aufbau sind kleiner als 4 m.

10Der Brechungsindex des Faserkerns ist n ~ 1.5
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Zum Auffinden der richtigen Position der Translationsstufe stellte ich zunachst durch
das Halb- und Viertelwellenplattchen in Abb. 5.5 den Zustand |¥~) ein. Diesen kann
ich iiber die Polarisationsmessungen, die in Kap. 4.5.2 beschrieben sind, nachweisen.

Die zwei Wellenplittchen miissen unbedingt vor der Justage des raumlichen Uberlapps
in den Strahlengang gestellt werden, da sie aufgrund ihrer endlichen Dicke einen Strahl-
versatz bewirken und wegen eines eventuellen kleinen Keils den Strahl auch aufweiten
und ablenken konnen. Der Effekt eines Keils macht sich besonders dann bemerkbar, wenn
die Plattchen zum Wechsel zwischen den verschiedenen Zustanden gedreht werden. Der
Kontrast der HOM-Interferenz ist dann fiir verschiedene Bell-Zustande unterschiedlich
stark, weil der (transversale) Modeniiberlapp unterschiedlich gut ist.

Die Wellenplattchen verschieben aber auch die longitudinale Position des maximalen
Uberlapps, weil der Brechungsindex und damit die optische Weglange des doppelbre-
chenden Materials nicht identisch dem der Luft ist.

Da nur die Position fiir maximale Interferenz, nicht aber der Kontrast der Interferenz
beenflusst wird, ist das nicht weiter schlimm. Die optimale Position musste ohnehin
nach jeder Justage neu bestimmt werden, da sie sich zum Beispiel durch die geoffneten
und wieder geschlossenen Steckverbindungen zwischen Fasern geringfiigig aber merklich
verandern kann.

In Abb. 5.6 kann man deutlich den so genannten ”dip”, also die Abnahme der Koinzi-
denzrate fiir die Zustinde [¥~),|®~) und |®*) erkennen. Der Zustand |UT) zeigt die
erwartete starke Zunahme (”peak”) der Koinzidenzrate.

Die Kontraste!! lagen bei (94.34:0.5)% fiir |[¥ ), (92.440.6%) fiir [® ) und (95.3+0.5%)
fiir |®7). Die Koinzidenrate hat sich beim Zustand |¥*) innerhalb des statistischen Feh-
lers verdoppelt!'2. Die Halbwertsbreite der gauB$fsrmigen Verldufe ist bei allen Zustanden
praktisch gleich und betrigt etwa 89 pum = 297 fs - ¢!'3.

Wir lassen den Faserkoppler in der Position, wo die Extrema sind, und kénnen somit |¥+)
durch das Ereignis ”je ein Photon in Mode a’ und b’ ” unterscheiden. Dass die Kontraste
nicht perfekt sind, konnte neben den oben angefiihrten Griinden auch daran liegen, dass
der Strahlteiler nicht exakt gleiche Reflexion und Transmission fiir alle Polarisationen
und Eingangsmoden aufweist [58].
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Abbildung 5.6: HOM-Interferenz

5.5.2 Das asymmetrische Interferometer

Nach der HOM-Interferenz finden wir fiir die einlaufenden Zustédnde |¥~),|®~) und
|®*) zwei Photonen in der Mode =V (siehe Abb. 5.5).

Diese durchlaufen nun das Interferometer, das aus einem polarisierenden'* Strahlteiler
(PBS) und zwei Prismen besteht. Diese Anordnung, wie sie in Abb. 5.7 zu sehen ist,

Hgiehe Anhang A.1.

12der ”peak-to-peak” Kontrast zwischen |[¥~) und |¥+) betrigt (97 + 1)%.

13Der hier gemessene Wert der Kohérenzzeit weicht von dem aus den Spektren berechneten ab. Das
kann daran liegen, dass sich die Einkopplung der Fluoreszenzmoden leicht geindert hat.

Ein polarisierender (50-50) Strahlteiler transmittiert horizontal polarisierte Photonen und reflektiert
vertikal polarisierte Photonen; genauer siehe unten.
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Abbildung 5.7: Das asymmetrische Interferometer mit Eingangsmode ¢ vom HOM-
Interferenz Strahlteiler.

macht es leichter, das Interferometer zu justieren, da der Strahlengang unabhéngig von
einer Drehung der Prismen um die Senkrechte ist (”Katzenaugen-Prinzip”). Die hin-
und riicklaufenden Strahlen sind immer parallel, sodass und ein Strahlteiler ausreicht.

Daneben ist es stabiler als die iibliche Mach-Zehnder Anordnung (Abb. 5.3). Der fiir uns
entscheidende Vorteil dieser Anordnung ist aber, dass die Lange eines Interferometerarms
durch Verschieben eines optischen Elements (z.B. das Prisma im langen Arm) verdndert
werden kann.

Alle verwendeten Elemente sind anti-reflex beschichtet bei 702 nm. Der Uberlapp der
Moden aus dem langen und dem kurzen Arm, resultierend in Mode f, wurde wiederum
an zwei entfernten Punkten kontrolliert.

Der lange Arm ist circa 45 cm langer als der kurze. Der polarisierende Strahlteiler trans-
mittiert horizontal und reflektiert vertikal polarisierte Teile der Wellenfunktion. Das
bedeutet, dass die Amplitude vertikaler Polarisation des einfallenden Zweiteilchenzu-
stands erstens um etwa 2-45 cm/c & 3 ns =: At gegeniiber der horizontaler Polarisation
verzdgert wird; und zweitens tritt ein Phasenfaktor e’ zwischen horizontaler und ver-
tikaler Polarisationsamplitude auf. Dieser riihrt daher, dass der Weglangenunterschied
zwischen (s) und (I) im Allgemeinen nicht genau einem ganzzahligen Vielfachen der
Wellenlange entspricht.

Die Wirkung des Interferometers Urr kann also wie folgt beschrieben werden:
‘V>z = ei’Y |Vl>f:

wobei ”s” und ”1” daran erinnern, dass die Zustéinde den kurzen (s) beziehungsweise
den langen (I) Arm genommen haben. An dieser Stelle wird also Information, die in der
Polarisation kodiert ist, zusatzlich in einem anderen Freiheitsgrad — der Zeit — kodiert.
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Die drei Zustinde |¥~)?% | |®~) und |®*) erfahren im Interferometer die Transformation
Urr ® Urr, da ja beide Photonen in der gleichen Mode 7 sind. Die Berechnung nach GI.
5.6 ist sehr einfach und ergibt

)P = 7<|H> V)it (V) [H)) = %(\Hs>f|w> + Vi), |Hs),)
®7) = 7<|H> H), = [V),1V),) %(\Hs>f|Hs>f—e”7|w>f|w>f)
|<1>+>=ﬁ<|H>i|H>i+|v>i|v>i> —~ %(|Hs>f|Hs>f+e”'*|w>f|vz>f)<5.7>

Die transformierten Zustinde nenne ich [¥~)" | |&~)" und |®+)".

Die zwei Photonen des Zustandes \‘Il_)IF, die in dieser Basis ja in der Polarisation anti-
korreliert sind, wiirden nun also mit einer zeitlichen Verzogerung At detektiert werden.
Die Photonen der Zusténde [®*)" sind in der Polarisation korreliert, wiirden also gleich-
zeitig detektiert werden, da beide Photonen entweder den kurzen oder den langen Weg
gelaufen sind.

Erinnern wir uns (vgl. Kap. 5.5.1), dass die einzelnen Photonen wegen der Energie-
Zeit Verschrankung gleichzeitig, das heifit mit einem Zeitunterschied 75 unter 1072 ns,
am ersten Strahlteiler (BS) ankamen und damit auch gleichzeitig in das Interferometer
gelangen. Die Verzogerung, die dann im Interferometer auftritt, ist also wesentlich grofier
als die Kohérenzzeit der einzelnen Photonen:

TS K At (5.8)

Einzelphotoneninterferenz haben wir also nicht zu erwarten [52, 54]. Wesentlich ist aber,
dass fiir die Zustinde |®*) wegen der Energie-Zeit Verschrinkung die Kohirenzzeit der
Paarwellenfunktion der Kohérenzzeit des Pumplasers 77 entspricht und deswegen mit
17 ns groBer als die zeitliche Trennung At ist:

At < 7P (5.9)

Aus diesem Grund sind die ihre zeitlich getrennten Amplituden (s bzw. [) nach dem
Interferometer immer noch koharent und kénnen somit interferieren. Man beachte, dass
die Zustande |®*) in der H/V-Basis des PBS korreliert sind, dass also beide Photonen
immer den selben Weg (s oder [) nehmen.

5.5.3 Analyse in P/M-Basis

Nachdem der Zustand |¥~) durch seine Polarisations-Antikorrelation im Interferometer
sozusagen "markiert” worden ist, indem man seine zwei Photonen immer zu unterschied-
lichen Zeitpunkten ¢ und ¢+ At detektieren wird, bleibt die Unterscheidung der Zustande
|®~) und |®T).
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Abbildung 5.8: Der gesamte Aufbau zur Analyse; die Polarisationsanalyse in P/M-Basis
ist markiert. Das Wellenplattchen macht den Basiswechsel, die Linse
(f=12 cm) fokussiert die Photonen in die Detektoreinheit.

Diese zeigen in der P/M-Basis unterschiedliche Korrelationen (vgl. Gl. 2.57), zur Erin-
nerung

) = —=(PP)+|MM)
1

@) = S5 (PM)+[MP)). (5.10)

Wir analysieren die drei Zustéinde aus Gl. 5.7 deswegen in P/M-Basis, indem wir sie
zunachst durch ein Halbwellenplattchen auf 22.5° laufen lassen, welches den Basiswechsel
macht, und dann in H/V-Basis analysieren. Das Wellenpléttchen transformiert

Up2(22.5°) = [H) = |P)=(lH)+|V))/V2 (5.11)
V) = M) =(H) - |V)/V2,

und zwar unabhéngig vom Fall (s) oder (I). Alle Zustdnde befinden sich in der selben
Mode f.
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Damit sehen die Zustdnde aus Gl. 5.7 mit der relativen Interferometerphase v = 0 nach
dem Wellenpléttchen so aus (Modenindex f und globale Phase weggelassen):

|\I]_>IF . \\Q‘)WP _
1
7= [((HH) = [VV)) (Isl) + |Is)) + ([VH) = [HV)) (Isl) — [ls))]
2v2
%)% o |05 =
1
Wi [([HH) +[VV)) (Iss) £ |i)) + ([HV) + [VH)) (|ss) F [11))] (5.12)
Hierbei habe ich die Information, ob die Amplitude zum langen oder zum kurzen Weg
gehort, wegen der besseren Lesbarkeit in Form eines ”Kets” anghangt.
Wie erwahnt, sind wegen der Energie-Zeit Verschrankung Zweiteilchenamplituden der
Form | XsY's) und | X1Y) kohédrent, wo X,Y € {H,V}, da die Trennung zwischen s und
[ kleiner als die Kohédrenzlange ist. Deswegen konnen die Amplituden interferieren, und
die Zustinde |®%)"™ vereinfachen sich zu

@)™ = (IHH) +[VV))

2

_\WP

|®7) = 75 (|[HV) +|VH)) (5.13)
Nach dem darauf folgenden polarisierenden Strahlteiler werden die zwei Photonen des
Zustandes |®~ WP gleichzeitig und in verschiedenen Ausgangsmoden detektiert. Der
Zustand |®+T)"T resultiert in zwei ebenfalls gleichzeitigen Ereignissen, jedoch mit zwei
Photonen in der selben Ausgangsmode.
Diese zwei Photonen in der selben Mode kénnen mit 50% Wahrscheinlichkeit mit Hilfe
eines Strahlteilers in zwei verschiedenen Detektoren nachgewiesen werden (vgl. Kap.
4.3). Ansonsten werden sie als Einzelphotonenereignis verworfen.

Hg‘,ﬂ

Folgende Tabelle zeigt, welche Detektorkombinationen zu welchem Bell-Zustand gehoren.
Die Nummerierung der Detektoren/Photodioden ist in Abb. 5.8 zu sehen.

Zustand Detektorkombinationen

) alle s — | Kombinationen von D2-D5
) D1(s) und einer von D2-D4 (s oder 1)

|®) D2 und (D3 oder D5); D4 und (D3 oder D5). nur gleichzeitig
) D2 und D4; D3 und D5. nur gleichzeitig

Tabelle 5.1: Detektorkombinationen fiir die vier Bell-Zustande.
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5.5.4 Die Detektoreinheit

Zur Polarisationsanalyse hinter dem asymmetrischen Interferometer kommt das in An-
hang A.4 dargestellte Modul zum Einsatz. Es beinhaltet den polarisierenden Strahltei-
ler, die zwei nichtpolarisierenden Strahlteiler zur (probabilistischen) Detektion von zwei
Photonen in einer Mode, und vier Avalanche-Photodioden. Auflerdem ist die gesamte
Elektronik zur Spannungsversorgung der Dioden, sowie zur digitalen Signalerzeugung
integriert.

Ausgangssignale

Trifft ein Photon auf die aktive Flache einer Photodiode, so wird, wie schon in Kap. 4.3
erwéahnt, ein Spannungspuls erzeugt, der mit einer in diesem Fall einstellbaren Schwellen-
spannung verglichen wird. Uberstelgt der Puls die Schwellenspannung, wird am Ausgang
des Moduls ein digitaler NIM-Puls fiir diese Diode erzeugt. Da die Flanke des Dioden-
pulses eine endliche Steigung hat, hingt der Auslosezeitpunkt von der Hohe der Schwelle
ab.

Die Ankunftszeiten der s — [ Ereignisse — verursacht durch das asymmetrische Inter-
ferometer — liegen nur A¢ = 3 ns auseinander. Daher war es notwendig, die Schwel-
lenspannungen der vier Dioden so einzustellen, dass die von gleichzeitig ankommenden
Photonen ausgelosten NIM-Signale ebenfalls gleichzeitig das Detektormodul verlassen.
Dabei darf sich die Einzelzahlrate der Diode nicht dndern.

In Abb 5.9 sieht man die zeitliche Verteilung der NIM-Signale der Detektoren D2 bis
D4. Bei dieser Messung (mit einem 1 GHz-Digitaloszilloskop von LeCroy erstellt) sind
sowohl s — s als auch s — [ Ereignisse erfasst.

Fiir diese Messung wurde der verschiebbare Faserkoppler (siehe Kap. 5.5.1) in eine Posi-
tion gebracht, in der keine HOM-Interferenz mehr auftritt, die Photonenpaare sich also
statistisch am Strahlteiler aufteilen. Es werden nur solche Ereignisse registriert, bei de-
nen sich das Paar aufteilt. Die Detektion des Photons an D1 definiert den Nullpunkt der
Messung (” Trigger”).

Ein Photon, das den kurzen Arm des Interferometers genommen hat, sollte im Modul
gleichzeitig mit dem anderen im Detektor D1 registriert werden. Eines, das den langen
Arm genommen hat, um At = 3 ns spater. Wegen des Halbwellenplattchens auf 22.5°vor
der Einheit sieht jede Diode s- und I-Ereignisse!®.

Die unterschiedliche Hohe der Maxima kommt von unterschiedlichen Messzeiten und
damit unterschiedlicher Anzahl von Ereignissen pro Diode. Man erkennt, dass — nach

150hne dem Wellenplittchen konnten D2/D4 wegen der polarisierenden Strahlteiler nur /-Photonen
sehen und D3/D5 nur s-Photonen; das Wellenpléttchen dreht H/V linear polarisiertes Licht auf
+45° linear polarisiertes Licht.
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Abbildung 5.9: Zeitliche Verteilung der Detektorsignale von D2-D5. Die Unterschiedli-
chen Hohen der Graphen fiir die Detektoren D2-D5 kommen von unter-
schiedlichen Messzeiten.

der Anpassung der Schwellenspannungen — die Maxima fiir Photonen, die den kurzen
Weg gelaufen sind, recht gut iibereinanderliegen; das selbe gilt fiir diejenigen Ereignisse,
bei denen die Photonen den langen Weg genommen haben.

Die Maxima liegen auf ungefihr 200 ps genau iibereinander. Der Zeitunterschied zwi-
schen den s — [ Ereignissen betrigt bei jedem Detektor (3.0 4+ 0.1) ns.

Die Maxima der s-Ereignisse liegen nicht genau bei 0 ns. Deswegen wurde das NIM-
Signal vom externen Detektor D1 mit einer einstellbaren NIM-delay- Stufe relativ zu
den Dioden (D2-D5) verzogert.

Wegen der relativ grofien Breite von etwa FWHM~ (0.8 +0.15) ns der Maxima bei einer
Trennung von nur 3.0 ns konnte man die Unterscheidung von gleichzeitigen und nicht-
gleichzeitigen Ereignissen sicher verbessern, indem man den langen Interferometerarm
noch langer machen wiirde, um so den Uberlapp der s- Ereignisse mit den [-Ereignissen
zU minimieren.

Dabei muss man beachten, dass dadurch der Uberlapp der s bzw. [-Moden, und damit
auch die Interferenz nach dem Interferometer schlechter wiirde. Da der einlaufende Strahl
eine — wenn auch nur geringe — Divergenz aufweist, erfahren die Teilstrahlen im langen
und kurzen Arm namlich unterschiedlich starke Aufweitung. Das mindert den Kontrast
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der Interferenz.

Durchbruch-Fluoreszenz der Dioden

Jedes Mal, wenn ein Photon in einer Avalanche-Photodiode (APD) einen kontrollierten
Durchbuch, eine Ladungslawine, auslost, werden dabei von der Diode Fluoreszenzpho-
tonen emittiert. Aufgrund der engen Anordnung der vier Photodioden in dem Detek-

1.5mm

D2 | PBS D2 < yd PBS
4>

D3 —C D3| (4 yd
\|)

4.8mm—y

v

47

T T

D4 D5 D4 D5

Abbildung 5.10: Links: Strahlverlauf (rot) und Lage der Avalanche-Dioden in der Detek-
toreinheit. Rechts: Blenden vor Dioden D3 und D4 sowie Filter (blau)
zur Unterdriickung von Koinzidenzen durch Durchbruch-Floureszenz.

tormodul (siehe Abb. 5.10, links), konnte beobachtet werden, dass solche Fluoreszenz-
photonen, erzeugt durch die Detektion eines Einzelphotons in einer Diode, den Weg zu
einer anderen Diode fanden und dort ebenfalls ein Detektionsereignis auslosten.

Zur besseren Kiihlung durch Peltier-Elemente stecken die vier Dioden in den Bohrungen
zweier Aluminiumbl6cke. Diese Bohrungen haben einen Durchmesser von 4.8 mm. Um
die Weglangen der zu detektierenden Photonen vom polarisierenden Strahlteiler zu den
Dioden fiir alle Dioden exakt gleich lang zu machen, wurden die Dioden D2 und D3
weiter vorne im Alu-Block angebracht.

Diese zwei Dioden ”sehen” also einen wesentlich grofleren Raumwinkel als die Dioden D1
und D4, die weiter hinten in den Bohrungen angebracht sind. Die durch die Bohrungen
entstandenen Kanale wirken hier wie Raumfilter!®.

L6Fiir die Detektion der von auBen in das Detektormodul fokussierten Bell-Zustands-Photonen spielt
das keine Rolle, da sie sowieso in einer wohldefinierten, kollimierten Mode zur Diode laufen.
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Die Durchbruch-Photonen werden von der Diodenfléche (0.5 mm Durchmesser) in einen
groflen Raumwinkel emittiert. Deswegen ist die Kopplung zwischen den Dioden D2 und
D3 fiir diese Photonen am grofiten. Tatsachlich zeigten Koinzidenzanalysen, dass diese
zwei Dioden am starksten iibersprechen.

0.8
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Abbildung 5.11: Spektraler Verlauf der Durchbruch-Fluoreszenz nach [60]. Bei der Wel-

lenlidnge der Bell-Zustands-Photonen, 702 nm, treten fast keine Fluo-
reszenzphotonen auf.

100

Transmission [%]

500 660 760 800 900 l(;OO 1160
Wellenlange [nm]
Abbildung 5.12: Transmissionsverlauf der verwendeten Filter in der Detektoreinheit. Bei
702 nm ist die Transmission noch etwa 84%.

Durch diesen Mechanismus werden kiinstliche ”Koinzidenzen” erzeugt. Ungliicklicher-
weise entspricht der zeitliche Unterschied zwischen der Detektion des einen Photons und
der Detektion des anderen (Durchbruch-) Photons recht genau den At = 3 ns, die in
meinem Experiment die s- und /- Photonen getrennt sind [60].
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Durch die Diodenfluoreszenz werden also frith-spat Ereignisse kiinstlich erzeugt, die dem
Zustand |¥~) zugeordnet wiirden, obwohl nur gleichzeitige (|®*)) oder einzelne Photo-
nen in das Detektormodul gelangen.

Um diese frith-spat Koinzidenzen loszuwerden, versah ich die Kanéle der Dioden D3 und
D4 mit genau angepassten Aluminium-Blenden, die den Kanal auf einer Lange von etwa
4mm auf 1.5 mm Durchmesser verengen (vgl. 5.10, rechts). Dadurch konnte ein Grofteil
der ungewtinschten Ereignisse zwischen diesen zwei Dioden eliminiert werden.

Zusatzlich stellte ich vor die Offnungen der Aluminiumblocke Filter, deren spektraler
Transmissionsverlauf dem Fluoreszenzspektrum der Durchbruch-Photonen angepasst ist.
Dieses Spektrum ist an Abb. 5.11 zu sehen. Die Filtertransmission zeigt Abb. 5.12.
Der Einsatz der Filter war iiberhaupt nur moglich, da wir nach Abb. 5.11 fast keine
Durchbruch-Photonen bei 702 nm zu erwarten haben. Hier ist die Transmission der
Filter etwa 84%. Das breite spektrale Maximum der Diodenfluoreszenz bis etwa 950 nm
wird fast vollstandig unterdriickt.

5.5.5 Die Koinzidenzeinheit

D1 o— fanout

D5 o fanout

Register [> FIFO [> PC

QRN =O WD =

OR “auslesen!”

—

Verzbgerung
Abbildung 5.13: Verarbeitung der Koinzidenzsignale (siehe Text).
Um die vier Bell-Zustande unterscheiden zu konnen, miissen gleichzeitige, sowie ”friih-

spat”-Ereignisse, also um At = 3 ns verzogerte, Koinzidenzen erkannt werden (vgl.
Tabelle 5.1).
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Zu diesem Zweck werden die Signale, die von den Detektoren D1 bis D5 kommen (vgl.
Abb. 5.8), zunéchst durch ein ”fanout” kopiert. Eine der je zwei Signalkopien wird ge-
geniiber der anderen um 3 ns iiber ein NIM-Kabel verzogert. Von jedem Detektorsignal
liegt dann also das ”Original” und eine um 3 ns verzogerte Kopie vor (sieche Abb. 5.13).
Diese 2 x 5 = 10 digitalen Signale liegen dann in der Koinzidenzeinheit als Eingangssi-
gnale mit Index

1,2,...5, 1,2,...5

in einem Register an. Der Strich tiber den Zahlen erinnert daran, dass das Signal um 3
ns verzogert wurde.

Sobald mindestens eine der verzogerten (digitalen) Signalleitungen 1,2, ...5 High wird,
wird der Inhalt aller zehn Signalleitungen aus dem Register in einen FIFO-Puffer wei-
tergegeben. Von dort aus werden sie in einen Rechner eingelesen'”. Das Auslesen des
Registers in den FIFO-Puffer wird dabei um eine kleine Zeitspanne t, verzogert. Diese
Zeitspanne bestimmt, um welche Zeit die Signale von zwei Detektoren maximal vonein-
ander abweichen diirfen, um noch als gleichzeitig klassifiziert zu werden.

Abb. 5.14 verdeutlicht die Funktionsweise der Koinzidenzeinheit. Es sind Zweiphoto-
nenereignisse dargestellt, bei denen nur vier Kanéile interessieren; die anderen Kanéle
bleiben Low.

Nach einer Wartezeit von t; nach der (in dieser schematischen Darstellung) steigenden
Flanke des verzogerten Signals 1 werden alle Kanile ausgelesen.

Wurden die Signale beider Detektoren D1, D2 von gleichzeitigen (s — s oder [ — )
Photonen ausgelost (Abb. 5.14, oben), so sind beim Zeitpunkt des Auslesens alle vier
Leitungen (1,1,2,2) High. Das entsprechende Bitmuster, das im Rechner das Ereignis
charakterisiert, ist rechts daneben zu sehen.

Wurden die Signale jedoch von einem (s — I) Ereignis'®, also von zwei um At = 3 ns
zeitlich getrennten Photonen ausgelost, und nehmen wir an, an D1 komme das erste
an (Abb. 5.14, unten), so kann das verzdgerte Signal 2 des zweiten Photons bis zum
Auslesezeitpunkt nicht am Register angekommen sein.

Es werden also nur die zwei Leitungen 1,1 des ersten Photons, und die nicht verzogerte
Leitung 2 des zweiten Photons, als High in den FIFO-Puffer gespeichert. Die Leitung 2
bleibt Low.

Wir sehen also, dass die zwei Bits des zuerst signalisierenden Detektors immer beide
gesetzt werden. Je nachdem, ob der zweite Detektor ”gleichzeitig” oder ”spater” auslost,
sind entweder beide Bits gesetzt, oder nur das der nicht verzogerten Leitung.

"Der FIFO-Puffer hat eine ” Totzeit” von etwa 15 ns, in der er die Daten speichert.
18(s—1)- und (I — s)-Ereignisse sind dquvalent, werde sie also nicht mehr extra angeben; genauso (s — s)
und (I —1)
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Abbildung 5.14: Zur Unterscheidung der friithen und spiten Ereignisse durch die Koin-
zidenzeinheit.

Wie man in Abb. 5.9 sehen kann, ist die zeitliche Verteilungen der Detektorsignale recht
breit (0.8 ns). Das bedeutet, dass die Detektorsignale von (s — s) Ereignissen nicht
wirklich gleichzeitig am Register der Koinzidenzeinheit anliegen.

Dementsprechend kommen Detektorsignale von (s — ) Ereignissen nicht immer genau
mit einer Verzogerung von At = 3 ns an den Registern der Koinzidenzeinheit an.

Deswegen war es notwendig, die Ausleseverzogerung ¢, sehr exakt auf At/2 einzustellen.
Ist 4 kleiner, so werden mehr gleichzeitige Ereignisse als (s — [) Ereignisse klassifiziert.
Ist t5 groBer als At/2, so werden mehr (s — ) Ereignisse fiir gleichzeitig gehalten.

Um ¢, einzustellen, habe ich das Signal einer Diode im fanout kopiert und an die Ko-
inzidenzeinheit geschickt, wobei eines durch ein langeres Kabel um genau At/2 = 1.5ns
verzogert wurde. Verandert man nun %;, so kann man beobachten, dass die Erkennung
der zwei Signale an einer bestimmten Stelle zwischen ” gleichzeitig” und ” verzogert” um-
springt. Dieser Wert fiir t; wurde dann beibehalten. Eine Zeitdifferenz kleiner 1.5 ns
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wird damit als ”gleichzeitig” klassifiziert, eine groflere als ” verzogert”.

5.6 Ergebnisse

Bevor das Dense-Coding Protokoll durch gefiihrt werden kann, musste die relative Phase
im asymmetrischen Interferometer so eingestellt werden, dass die Zustdnde |®*) und
|®~) unterschieden werden konnen (vgl. Kap. 5.5.2).

Dazu wurde der Zustand |®*) vor dem ersten Strahlteiler eingestellt, und durch Drehung
der Glasplatte im Stabilisierungsstrahl des langen Interferometerarms die relative Phase
geandert. Dabei wurden alle Detektorsignaturen aufgenommen.
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(a) Rate der |®*)- und |® )-Ereignisse in (b) Vergroferter Ausschnitt. Die Balken ge-
Abhéngigkeit vom Drehwinkel der Glasp- ben den statistischen Fehler an; die realen
latte. Die Linien verbinden die Datenpunk- Fehler sind gréfler, da das Interferometer
te. Pro Punkt wurde 2 s gemessen nicht absolut stabil ist. Die Kurven sind an

die Daten angepasst.

Abbildung 5.15: Anderung der relativen Phase im asymmetrischen Interferometer.

Abb. 5.15(a) zeigt die Detektorsignaturen fiir die Zustinde |®*) und |®~) wahrend der
Drehung der Glasplatte'®. In Abb. 5.15(b) sieht man einen vergroferten Ausschnitt,
in dem eine Sinusfunktion an die Daten angepasst wurde. Man erkennt die erwarteten
gegenlaufigen Oszillationen mit Kontrasten von etwa 92%.

Dieser relativ geringe Wert ist wohl nicht in erster Linie auf eine schlechte Justage des
Interferometers zuriickzufithren, sondern darauf, dass die Stabilisierung des Interfero-

meters zu schnelle Stoérungen wegen der Tragheit der Prismenmontierungnicht mehr
ausgleichen kann.

¥Daten sind auf Detektionswahrscheinlichkeiten korrigiert, sieche unten.
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Nun wurden nacheinander alle vier Bell-Zustdnde durch Drehen der Wellenplattchen in
Alices Arm 1 eingestellt (vgl. Kap. 4.5.2). Fiir jeden eingestellten Bell-Zustand wurden
30 Sekunden lang alle Detektorsignaturen aufgenommen.

Abb. 5.16(a) zeigt das Ergebnis einer solchen Messung.

In dieser Darstellung ist die gemessene Anzahl der zu den vier Bell-Zustanden gehorigen
Detektorereignisse fiir alle vier Einstellungen in Alices Arm zu sehen.
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(a) Unkorrigierte Zahlraten fiir die Bellzustinde (b) Zahlraten fiir die Bellzusténde, divi-
(siehe Text). diert durch die theoretischen Detektions-

wahrscheinlichkeiten (siehe Text).

Abbildung 5.16: Zahlraten der Zustandsanalyse in 30 s.

Dabei muss man beachten, dass die einzelnen Zustinde wegen des Aufbaus nicht alle
mit jeweils 100% Wahrscheinlichkeit detektiert werden konnen:

Die Detektionswahrscheinlichkeit fiir den Zustand |¥T) ist gleich eins, da bei ihm jedes
einzelne Photon in einer Diode nachgewiesen werden kann (vgl. Abb. 5.8 und GI. 5.12,
Fiir alle anderen Zustande ergibt sich ein Faktor % in der Detektionswahrscheinlich-
keit dadurch, dass bei der HOM-Interferenz beide Photonen zu D1 gehen konnen und
dann nicht als Zweiphotonenereignis erkannt werden. Diesen Faktor % konnte man um-
gehen, indem man in beiden Ausgingen des ersten Strahlteilers die komplette Analyse
durchfiihrt — und nicht nur in einem, wie es hier geschehen ist. Der Aufwand in der
Koinzidenzanalyse wiirde jedoch stark anwachsen, da man dann in beiden Armen je vier
Detektoren mit jeweils frith-spat Ereignissen benotigen wiirde.
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Fiir den Zustand |®~) werden beide Photonen nach der HOM-Interferenz sicher detek-
tiert (unterschiedliche PBS-Ausgéinge im Detektormodul wegen Antikorrelation). Also
ist po- = % -1 =0.5.

Die zwei Photonen des Eingangszustandes |®*) werden an den Detektoren D2-D5 nur
mit einer Wahrscheinlichkeit von 50% detektiert. Sie teilen sich ndmlich am Detektormodul-
PBS nicht auf und kénnen nur als Koinziden gemessen werden, wenn sie sich am darauf
folgenden Strahlteiler aufteilen. Dies geschieht mit 50% Wahrscheinlichkeit. In der an-
deren Halfte der Falle teilen sich die beiden Photonen am letzten Strahlteiler nicht auf
und landen in einem der Detektoren D2-D5. Damit ist pg+ = % . % = 0.25.

Der Eingangszustand |¥~) resultiert hinter dem polarisierenden Strahlteiler im Detek-
tormodul in der Halfte der Falle in zwei Photonen in verschiedenen Strahlteilermoden
(Amplituden |[HV') , |V H)). Dann wird er mit Sicherheit detektiert. In der anderen Hélfte
der Fille (Amplituden |HH) ,|V'V)) erhilt die Detektionswahrscheinlichkeit noch einen
Faktor %, weil sich die Photonen am letzten Strahlteiler nur mit 50% Wahrscheinlichkeit
aufteilen. Damit ergibt sich pg- = 3 - (1 + 3) = 0.375.

In Abb. 5.16(b) wurden die Zahlraten der einzelnen Zustinde mit ihrer inversen (theo-
retischen) Detektionswahrscheinlichkeit (pg+,pg+) multipliziert, um die Ereignisraten
besser vergleichen zu konnen.
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Abbildung 5.17: Detektionswahrscheinlichkeiten der vier Bellzusténde, korrigiert auf De-
tektionswahrscheinlichkeit und unterschiedliche Kopplungseffizienz (sie-
he Text).
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Man muss bei der Interpretation der Daten in Abb. 5.16(b) aulerdem bedenken, dass
die Photonen — vom ersten Strahlteiler der HOM-Interferenz kommend — unterschiedlich
stark an den Detektor D1 beziehungsweise die Detektoren D2-D5 koppeln. Das liegt
hauptséchlich an Verlusten auf dem Weg durch das Interferometer, und die optischen
Elemente der Polarisationsanalyse, die auf dem Weg zu D1 nicht auftreten. Eine zum
ersten Strahlteiler ”symmetrische” Analyse wiirde auch dies ausgleichen.

In Abb. 5.17 wurden die Zahlraten der Detektoren D2-D5 daher auf die Kopplungseffi-
zienz zu D1 normiert dargestellt. Es sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten zu sehen,
dass ein Bell-Zustand erkannt wird, wenn ein anderer (oder natiirlich der gleiche) Bell-
Zustand prapariert worden ist. Man kann an Abb. 5.17 erkennen, dass die Wahrschein-

lichkeit einer korrekten Klassifizierung jedes einzelnen Bell-Zustands bei etwa 80% bis
88% liegt?°.

Der (fast konstante) Hintergrund an |U*)-Ereignissen bei den anderen drei Zusténden
ist recht hoch. Dies liegt an dem etwas geringeren Dip-Kontrast, der bei dieser Messung
erreicht wurde. Er betrug leider nur zwischen 86% und 90% fiir die ”dips” (siehe Abb.
5.18).

Das erkldrt auch den Hintergrund an |U~)-Ereignissen, als [¥") eingestellt war. Wenn
sich der Eingangszustand |¥U*) wegen unperfekter Justage am Strahlteiler nicht aufteilt,
wird er aufgrund seiner Polarisationsantikorrelation als |U~) klassifiziert. Der geringe
Prozentsatz der Félle, in denen ein |¥)-Zustand als |®)-Zustand klassifiziert wird, kommt
wahrscheinllich von der nicht ganz 100%igen Zustandspriaparation.

Der |¥~)-Anteil bei den Zustinden |®*) ist hauptsichlilch der breiten Verteilung der
Detektormodul-Ausgangssignale zuzurechnen. Deswegen werden s — [- Ereignisse detek-
tiert, obwohl die Zustande den gleichen Weg zurticklegten.

Die nicht perfekte Stabilitdt des Interferometers duflert sich in einem Hintergrund an
|®~) beim Zustand |®*) und umgekehrt.

Ich komme also zu dem Schluss, dass die vier Bell-Zustande mit dem hier vorgestellten
Verfahren mit hohen Wahrscheinlichkeiten unterschieden werden konnen. Auflerdem sind
die Griinde der falschen Klassifizierungen weitgehend klar.

Einer der ersten Schritte zur Reduktion dieser falschen Klassifizierungen miisste die
Verbesserung des Kontrasts der HOM-Interferenz sein. So wiirde der |¥*)-Hintergrund
bei den Zustanden verringert?'. Dass hohere ” dip”-Kontraste experimentell moglich sind,
wurde in Kap. 5.5.1 gezeigt.

Eine weitere Verbesserung der Resultate wiirde mit Sicherheit eine groflere zeitliche
Trennung der (s — [)-Ereignisse mit sich bringen. Auf diese Weise wiirde der |¥~)-

20Die Werte sind in Tabelle 5.2 angegeben.
2hzw. der |~ )-Hintergrund beim Zustand |¥71) selbst, s.o.
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Abbildung 5.18: Koinzidenzraten bei der HOM-Interferenz; vgl. Abb. 5.6.

Hintergrund reduziert werden.

Die Detektionswahrscheinlichkeiten in Abb. 5.17 entsprechen der in Tabelle 5.2 angege-
benen Transfermatrix des Kanals im Dense Coding-Protokoll.

Angegeben sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten p(y|z), dass das ”Symbol” Y €
{|@¥*) | |®*)} von Bob erkannt wurde, wenn X € {|¥*) | |®*)} von Alice gesendet wurde.

X\Y | [07) | [eF) @) | [@F)

Y[ 888 | 82 | 1.4 | 1.7
Y[ 143 [ 84.0 | 1.1 | 0.7
[©) | 36 | 7.6 | 81.1| 7.6
Y [ 29 | 81 | 6.1 |83.0

Tabelle 5.2: Transfermatrix des Kanals.

Nach GI. 2.7 kann daraus die gegenseitige Information von Alice und Bob (bei Gleich-
verteilung von X) zu I(X :Y) = 1.18 bit berechnet werden. Der relative Fehler dieser
Messung liegt wegen niedriger Zahlraten bei etwa 10%.

Ich mochte noch darauf hinweisen, dass die Kapazitiat des Kanals (Gl. 2.13) noch héher
ist, da das Rauschen des Kanals nicht isotrop verteilt ist. Die gegenseitige Information
kann also durch geeignete Kodierung der Quelle noch erh6ht werden.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit konnte ich die deterministische und vollstandige Bell-Zu-
standsanalyse an polarisationskodierten Photonen mit passiven, linearoptischen Elemen-
ten prasentieren. Die Analyse macht dabei keinen Gebrauch von Hilfsphotonen oder
bedingter Dynamik.

Die Unterscheidung aller vier maximal verschrankten Zustdnde wurde erreicht, indem
die Verschrankung der Photonenpaare in weiteren Freiheitsgraden — der Energie bzw.
Zeit — ausgenutzt wurde. Diese zusatzliche Verschrankung resultiert, wie die Polari-
sationsverschrankung, aus dem Erzeugungsprozess der Photonenpaare, der spontanen
parametrischen Fluoreszenz vom Typ II.

Die vier Bell-Zustande werden mit Wahrscheinlichkeiten zwischen 81% und 89% korrekt
identifiziert. Aulerdem konnte gezeigt werden, an welcher Stelle die Analyse von expe-
rimentellen Imperfektionen am stérksten beeintrachtigt wird, und wie diese grofitenteils
in den Griff zu bekommen sind.

Durch die vollstindige Bell-Zustandsanalyse konnte ich optimales superdichtes Quan-
tenkodieren implementieren, bei dem erstmals durch die Unterscheidung aller vier Bell-
Zustande gezeigt werden konnte, dass die klassische Kanalkapazitat von einem bit durch
das Quantenkodieren iibertroffen wird. Die lokalen Operationen von Alice wurden durch
eine einfache Kombination von Wellenplattchen, die die Polarisation des Bell-Zustands
manipulieren, durchgefiihrt.

Die vollstandige Bell-Zustandsanalyse kann dazu verwendet werden, Protokolle wie das
superdichte Quantenkodieren effizienter durchzufiihren. Mit dem hier verwendeten Auf-
bau wére es jedoch auch moglich, zum Beispiel so genannte Quantenspiele [61] durch-
zufithren. Im Gegensatz zum superdichten Quantenkodieren diirfen in den Protokollen
der Quantenspiele beide Parteien, Alice und Bob, ihre Qubits manipulieren. Danach
werden sie in Abhéngigkeit des Zustands, den sie erzeugt haben, entlohnt. Diesen Zu-
stand konnten wir jetzt durch die vollstindige Analyse bestimmen. Die Messung aller
vier Bell-Zustande ist in diesem Fall absolut notwendig.

Wahrend uns die zeitlichen Korrelationen der Photonenpaare die vollstandige Bell-
Zustandsanalyse einerseits erst ermoglichen, schranken sie ihre Universalitat anderer-
seits dementsprechend ein. Eine vollstandige Bell-Projektion an Photonenpaaren, die
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diese zeitlichen Korrelationen nicht aufweisen, die also nicht Energie-Zeit-verschrankt
sind, ist daher nicht moglich. Deswegen kann man zum Beispiel bei der Durchfiihrung
des Teleportationsprotokolls [2] nicht von dem hier vorgestellten Verfahren profitieren,
da die zwei Photonen, die auf die Bell-Basis projiziert werden miissen, in keinem Frei-
heitsgrad verschrankt oder korreliert sind.

Damit ist die Wirkung unserer besonderen Bell-Projektion auch nicht mit der eines uni-
versellen CNOT-Gatters gleichzusetzen, das aus zwei vollkommen unkorrelierten Qubits
maximal verschrankte Zustande generieren kann und umgekehrt. Im Besonderen scheint
die Verwendung in Gatter-Netzwerken nicht praktikabel, da hier wiederum a priori ganz-
lich unkorrelierte Photonen prozessiert werden missten. Zu diesem Zweck scheinen an-
dere Verfahren geeigneter zu sein.

GASPARONI ET AL. konnten ein optisches CNOT-Gatter realisieren, das fiir den Einsatz
in einem Gatter-Netzwerk geeignet zu sein scheint [50]. Es greift nur auf linearoptische
Mittel zuriick und verwendet zwei zuséitzliche, verschrankte Hilfsphotonen. Es hat den
Vorteil, dass man durch Messungen in bestimmten Moden an den Hilfsphotonen (also
nicht am control- oder target-Qubit) feststellen kann, ob die CNOT-Operation erfolg-
reich war oder nicht. Diese Information kann dann an die darauf folgenden Elemente
weitergegeben werden.

Ein weiterer interessanter Ansatz stammt von RAUSSENDORF und BRIEGEL [62], das
Konzept der so genannten ”cluster”-Zustande. Die Berechnung erfolgt hier nicht in ei-
nem Netzwerk von Quantengattern. Vielmehr dient der cluster-Zustand, der aus vielen
verschrinkten Qubits besteht, als ”Einweg-Computer”, an dem das ”Programm” der
Berechnung erst durch Messungen an ihm festgelegt wird. Die Messungen werden am
einzelnen Qubit durchgefiihrt [62]. Obwohl die Zusténde urspriinglich fiir Systeme mit
Ising-dhnlicher Spin-Spin Wechselwirkung vorgesehen waren, sind auch optische Reali-
sierungen moglich.

Wenn man die Entwicklungen in der Quanteninformation und -kommunikation beob-
achtet, scheint es zwar noch ein weiter Weg bis zum praktischen Einsatz eines Quan-
tencomputers zu sein, aber dass er frither oder spater realisierbar sein wird, lasst sich
schwer bezweifeln.

Davon abgesehen wird es sicher ein sehr spannender Prozess sein, weiter zu verstehen,
wie fundamental die Rolle der Information in der Physik tatsichlich ist.
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A Anhang

A.1 Fit-Funktionen und Kontrast

Unter dem Kontrast (engl. ”visibility”) V' einer Funktion mit Maximalwert A und Mi-

nimalwert m verstehe ich im Allgemeinen das Verhéltnis V = %—L’z
Bei sinusformigem Verlauf der Funktion wird die Funktion
A i
fsin(z) := 5 (1 =Vsin2(z — xg)) (A.1)

verwendet. A ist die doppelte Amplitude der Oszillation mit perfektem Kontrast (|V| =
1). Es ist fn(z = 79) = 4.

Gaufiférmige Abhéngigkeiten werden via

fomas) =0 (1+ o exp (22200 ) (A2)

modelliert. Dabei nimmt die Funktion fiir x — +o0o0 den Wert y, an. |V ist der Kontrast,
xo die Position des Maximums und ¢ die Standardabweichung.
Es ist FWHM = 2v/2In2.-0~2.35-0.

A.2 Wellenplattchen-Matrizen

Verwende fiir die Darstellungen der Wirkung eines Halb- bzw. Viertelwellenplattchens
in der Standardbasis die Matrizen

. cos2c¢  sin 2«
U’\/Q(a) o ( sin2a — cos 2« ) ’ (A-3)

. [ cos’B—isin®B  1(1+i)sin28
UA/4(5) - ( %(1 + Z) sin Qﬁ SiQIlQﬂ o iCOSZﬂ ) (A4)

wo « bzw. B der Winkel zwischen optischer Achse und der Senkrechten ist.
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Abbildung A.1: Das asymmetrische Interferometer mit Stabilisierungsaufbau.

A.3 Stabilisierung des Interferometers

Wie man GIl. 5.7 entnehmen kann, ist die Stabilitat der relativen Phase 2y im Interfe-
rometer fiir die Unterscheidung der Zustinde |®~) und |®*) essentiell. Andert sich der
Léangenunterschied der zwei Interferometerarme um eine Wellenléange (entspricht Phasen-
schub 2v = 27), so wiirde plotzlich ein |®~) als |®T) identifiziert werden und umgekehrt!.
Das Interferometer musste aktiv stabilisiert werden, da schon geringe Luftbewegungen
erheblichen Einfluss auf v haben.

Der Aufbau zur Stabilisierung des Interferometers ist in Abb. 5.7 zu sehen. Etwa 1 cm
unter dem Verlauf der Einzelphotonen wird der Strahl eines HeNe-Lasers? auf dem sonst
gleichen Weg durch das gesamte Interferometer geschickt.

Durch ein Halbwellenplattchen auf 22.5° wird die ”welcher-Weg-Information”, die am
Interferometer-PBS in der Polarisierung kodiert wurde, fiir den zweiten polarisierenden
Strahlteiler wieder geloscht, sodass die Amplituden aus dem langen und dem kurzen
Arm interferieren konnen.

Die Lichtintensitit in einer Ausgangsmode dieses Strahlteilers ist somit abhéngig von

!Der durch das Interferometer verursachte globale Phasenfaktor bei |¥~) spielt keine Rolle.
2\ = 632.8 nm; Die Kohirenzlinge ist wesentlich grofier als der Wegunterschied im Interferometer.
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der relativen Phase, die die H- und V-Amplituden durch das Interferometer erhalten.
Die Intensitdten in beiden Ausgangsmoden des PBS sind in ihrer Abhangigkeit dieser
Phase genau um 7 versetzt.

Die Lichtintensitiaten in den PBS-Ausgangsmoden wurden mit Standard PIN-Photodioden
gemessen. Aus deren Photostrom wurde in der Stabilisierungselektronik ein Fehlersignal
erzeugt, das nach Hochspannungsverstarkung als Regelsignal fiir einen Piezokristall be-
nutzt werden kann.

Dieser Piezokristall reguliert die Lange des langen Interferometerarms und somit die re-
lative Phase zwischen den Armen, indem er das Prisma bewegt. Damit ist der Regelkreis
geschlossen. Wegen der Tragheit der Prismenmontierung sind nur Storungen langsamer
als etwa 1 Hz kompensierbar.

Es stellte sich heraus, dass die Interferometerphase 2y extrem empfindlich auf Vibra-
tionen der optischen Elemente sowie Luftbewegungen ist. Letztere verursachen geringe
Anderungen des Brechungsindex der Luft im Interferometer; sie konnen mit der aktiven
Stabilisierung gut ausgeglichen werden.

Wahrscheinlich verursachte der Ventilator unseres elektronischen Detektionsmoduls die
grofiten Storungen, sowohl durch Vibration als auch durch die Luftbewegung.

Um die relative Phase 2y im Interferometer nicht nur konstant zu halten (das erreicht die
Stabilisierung), sondern auf genau den Wert einzustellen, der es uns ermdglicht, |®*) und
|®~) zu unterscheiden, 14uft der Strahl des HeNe-Lasers im langen Interferometerarm
durch eine 1 mm dicke Glasplatte.

Wenn diese gedreht wird, dndert sich die relative Phase der Stabilisierungsstrahlen, was
die Kontrollelektronik dadurch kompensiert, dass sie den Arm langer oder kiirzer macht.
Dadurch dndert sich der Wegunterschied fiir die Einzelphotonen, die iber der Glasplatte
verlaufen.

Auf diese Weise kann also der relative Phasenfaktor e’?” durch Drehen der Glasplatte
durchgefahren werden. Die richtige Position kann dadurch gefunden werden, dass man
den Zustand |®") einstellt und in Abhéngigkeit vom Drehwinkel der Glasplatte die
Detektorsignaturen fiir die verschiedenen Bell-Zustinde beobachtet.
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A.4 Die Detektoreinheit

93



Jojeinbay abejjon
angebeN ndino sjqersnipy ‘vs L
LEEWT

YWG-=9] ‘AG-=80A
Jojsisuel) pueqepim zH9G dNd
‘veeLdg

19/1928Y BulT
[epuaiayid (1g-G) 1D 703 AS

JajaIsuny] uensLyD
10°£0°80 pajuswnaop

:94L#300LOW
Josay pue jos no ng-
yym doj-dji4 9dA1-g 703 AS
:LETF00LON
Ne-
k4
. LET300LON

2 004

o 00L (4 06€)

ve6.149

00t

Ne-

by

=doo

€L

!
9L¥300LOW G/

| maa

00c0ck

ACh+

ynauId qogq

Der Schaltplan der Detektoreinheit

Abbildung A.2

94



Literaturverzeichnis

[1]

2]

[3]

[4]

[5]

(6]

[7]

8]

A. Einstein, B. Podolski und N. Rosen.

Can quantum-mechanical description of physical reality be considered
complete?

Phys. Rev., 47:777-780, (1935).

C. H. Bennett et al.
Teleporting an unknown quantum state via dual classical and Einstein-

Podolsky-Rosen channels.
Phys. Rev. Lett., 70:1895, (1993).

C. H. Bennett und S. J. Wiesner.

Communication via one- and two-particle operators on Einstein-
Podolsky-Rosen states.

Phys. Rev. Lett., 69:2881, (1992).

J. Calsamiglia und N. Liitkenhaus.
Maximum efficiency of a linear-optical Bell-state analyzer.
Appl. Phys. B, 72:67-71, (2001).

P. G. Kwiat und H. Weinfurter.
Embedded Bell-state analysis.
Phys. Rev. A, 58:R2623, (1998).

C. E. Shannon.
A mathematical theory of communication.
Bell System Technical Journal, 27:379-423, 623-656, (1948).

M. A. Nielsen und I. L. Chuang.
Quantum computation and quantum information.
Cambridge; University Press, (2002).

T. M. Cover und J. A. Thomas.
Elements of Information Theory.
John Wiley and Sons, (1991).

95



[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

96

C. Kurtsiefer et al.
A step towards global key distribution.
Nature, 419:450, (2002).

B. Schumacher.
Quantum coding.
Phys. Rev. A, 51:2738, (1993).

W. K. Wooters und W. H. Zurek.
A single quantum cannot be cloned.
Nature, 299:802, (1982).

A. S. Holevo.

Some estimates for information quantity transmitted by quantum com-
munication.

Probl. Inform. Transm., 9:177, (1973).

C. H. Bennett und G. Brassard.

Quantum cryptography: public key distribution and coin tossing.
Proceedings of IEEE International Conference on Computers, Systems and Signal
Processing, (1984).

E. Schrodinger.
Discussion of probability relations between separated systems.
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 31:555, (1935).

H. P. H. R. Horodecki, M.
Separability of mixed states: necessary and sufficient conditions.
Phys. Lett. A, 223:1, (1996).

P. Horodecki.
Separability criterion and inseparable mixed states with positive partial

transposition.
Phys. Lett. A, 232:333, (1997).

C. A. Sacket et al.
Experimental entanglement of four particles.
Nature, 404:256, (2000).

J.-W. Pan et al.

Experimental demonstration of four-photon entanglement and high-
fidelity teleportation.

Phys. Rev. Lett., 86:4435, (2001).



[19]

[20]

[21]

22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

28]

[29]

7. Zhao et al.

Experimental demonstration of five-photon entanglement and open-
destination teleportation.

Nature, 430:54, (2004).

J. S. Bell.
On the Einstein-Podolsky-Rosen Paradox.
Physics, 1:195-200, (1964).

S. J. Freedman und J. F. Clauser.
Experimental test of local hidden-variable theories.
Phys. Rev. Lett., 28:938, (1972).

A. Aspect, J. Dalibard und G. Roger.
Experimental test of Bell’s inequalities using time-varying analyzers.
Phys. Rev. Lett., 49:1804, (1982).

A. Aspect, J. Grangier, Philippe und G. Roger.

Experimental realization of Einstein-Podolsky-Rosen-Bohm Gedanken-
experiment: A new violation of bell’s inequalities.

Phys. Rev. Lett., 49:91, (1982).

J. F. Clauser, M. Horne, A. Shimony und R. Holt.
Proposed experiment to test local hidden-variable theories.
Phys. Rev. Lett., 23:880, (1969).

G. Weihs, T. Jennewein, C. Simon, H. Weinfurter und A. Zeilinger.
Violation of Bell’s inequality under strict Einstein locality conditions.
Phys. Rev. Lett., 81:5039, (1998).

M. A. Rowe.
Experimental violation of a Bell’s inequality with efficient detection.
Nature, 409:7910, (2001).

B. Blinov, D. Moehring, L.-M. Duan und C. Monroe.
Observation of entanglement between a single trapped atom and a single

photon.
Nature, 428:153, (2004).

W. Tittel, J. Brendel, H. Zbinden und N. Gisin.
Violation of Bell inequalities by photons more than 10 km apart.
Phys. Rev. Lett., 81:3563, (1998).

H.-K. Lo, S. Popescu und T. Spiller.
Introduction to quantum computation and information.
World Scientific, (1998).

97



[30]

31]

32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

98

D. A. Kleinman.
Theory of optical parametric noise.
Phys. Rev., 174:1027, (1968).

B. R. Mollow.
Photon correlations in the parametric frequency splitting of light.
Phys. Rev. A, 8:2684, (1973).

C. K. Hong und L. Mandel.
Theory of parametric frequency downconversion of light.
Phys. Rev. A, 31:2409, (1985).

M. Oberparleiter.
Effiziente Erzeugung verschriankter Photonenpaare.
Dissertation, (2002).

P. G. Kwiat, K. Mattle, H. Weinfurter und A. Zeilinger.
New High-Intensity Source of Polarization-Entangled Photon Pairs.
Phys. Rev. Lett., 75:4337, (1995).

C. Kurtsiefer, M. Oberparleiter und H. Weinfurter.

High-efficiency entangled photon pair collection in type-II parametric
fluorescence.

Phys. Rev. A, 64:023802, (2001).

C. Schuck.
Experimental implementation of a quantum game.
Diplomarbeit, (2003).

D. Bouwmeester et al.
Experimental Quantum Teleportation.
Nature, 390:575, (1997).

J.-W. Pan, D. Bouwmeester, H. Weinfurter und A. Zeilinger.

Experimental Entanglement Swapping: Entangling Photons That Never
Interacted.

Phys. Rev. Lett., 80:3891, (1998).

T. Jennewein, G. Weihs, J.-W. Pan und A. Zeilinger.

Experimental Nonlocality Proof of Quantum Teleportation and Entan-
glement Swapping.

Phys. Rev. Lett., 88:017903, (2002).



[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

H.-J. Briegel, W. Diir und J. Cirac.
Quantum Repeaters: The Role of Imperfect Local Operations in Quan-

tum Communication.
Phys. Rev. Lett., 81:5932, (1998).

A. Poppe et al.
Practical quantum key distribution with polarization entangled photons.
quant-ph/0404115, (2004).

P. van Loock und N. Liitkenhaus.
Simple criteria for projective measurements with linear optics.
quant-ph /0304057, (2003).

E. Knill, R. Laflamme und G. J. Milburn.
Efficient linear optics quantum computation.
quant-ph /0006088, (2000).

S. Gosh et al.
Distinguishability of Bell States.
Phys. Rev. Lett., 87:277902, (2001).

K. Mattle, H. Weinfurter, P. Kwiat und A. Zeilinger.
Dense Coding in Experimental Quantum Communication.
Phys. Rev. Lett., 76:4656, (1996).

S. L. Braunstein und A. Mann.
Measurement of the Bell operator and quantum teleportations.
Phys. Rev. A, 51:R1727, (1995).

M. Michler, K. Mattle, H. Weinfurter und A. Zeilinger.
Interferometric Bell-state analysis.
Phys. Rev. A, 53:R1209, (1996).

E. Knill, R. Laflamme und G. J. Milburn.
A scheme for efficient quantum computation with linear optics.
Nature, 409:46, (2001).

7. Zhao et al.
Experimental demonstration of a non-destructive controlled-NOT quan-

tum gate for two independent photon-qubits.
quant-ph/0404129, (2004).

S. Gasparoni et al.
Realization of a photonic CNOT gate sufficient for quantum computati-

on.
quant-ph /0404107, (2004).

99



[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

100

J. L. O’Brien et al.
Demonstration of an all-optical quantum controlled-NOT gate.
Nature, 426:264, (2003).

J. Franson.
Bell inequality for position and time.
Phys. Rev. Lett., 62:2205, (1989).

P. G. Kwiat, W. A. Vareka, C. K. Hong, H. Nathel und R. Y. Chiao.

Correlated two-photon interference in a dual-beam Michelson interfero-
meter.

Phys. Rev. A, 41:2910, (1990).

P. G. Kwiat, A. M. Steinberg und R. Y. Chiao.

High-visibility interference in a Bell-inequality experiment for energy
and time.

Phys. Rev. A, 47:R2472, (1993).

V. Scarani, G. N. und S. Popescu.

Proposal for Energy-Time Entanglement of Quasiparticles in a Solid-
State Device.

Phys. Rev. Lett., 92:167901, (2004).

W. Tittel et al.

Quantum Cryptography Using Entangled Photons in Energy-Time Bell
States.

Phys. Rev. Lett., 84:4737, (2000).

C. Cinelli, M. Barbieri, F. De Martini und P. Mataloni.
Experimental realization of hyper-entangled two-photon states.
quant-ph/0406148, (2004).

C. K. Hong, Z. Y. Ou und L. Mandel.

Measurement of subpicosecond time intervals between two photons by
interference.

Phys. Rev. Lett., 59:2044, (1987).

T. B. Pittman et al.

Can Two-Photon Interference be Considered the Interference of Two
Photons?

Phys. Rev. Lett., 77:1917, (1996).

C. Kurtsiefer, P. Zarda, S. Mayer und H. Weinfurter.
The breakdown flash of silicon avalanche photodiodes-backdoor for ea-

vesdropper attacks?
J. Mod. Opt., 48:2039, (2001).



[61] J. Eisert, M. Wilkens und M. Lewenstein.
Quantum games and quantum strategies.
Phys. Rev. Lett., 83:3077, (1998).

[62] R. Raussendorf und H. Briegel.
A one-way quantum computer.
Phys. Rev. Lett., 86:5188, (2001).

101






Erklarung

Mit der Abgabe der Diplomarbeit erklire ich, dass ich die Arbeit selbstindig verfasst
und keine anderen als die angegebenen QQuellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Miinchen, den 9. August 2004.

Gerhard Huber



