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Einleitung

Betrachtet man die Einfithrung des Wirkungsquantums im Jahre 1900 durch Max
Planck als den Beginn der Quantenmechanik, so nahm vor gut 100 Jahren eine wis-
senschaftliche Theorie ihren Anfang, die heute zwar mathematisch gut verstanden ist,
sich aber dennoch einer endgiiltig schliissigen und allgemein akzeptierten Interpretation
verschliefft. Die Probleme bei der Deutung dieser Theorie sind jedoch moglicherweise
nicht allzu verwunderlich. Bereits die Semantik des Wortes ,,be-greifen” macht deutlich,
dass unser Verstdndnis fiir die Dinge, die uns umgeben, auf ihrem Befiihlen, d.h. im
weiteren Sinne der Wahrnehmbarkeit durch uns selbst beruht. Die Quantenmechanik,
die ihre Relevanz hauptsichlich im Mikrokosmos entfaltet, beschreibt dagegen Eigen-
schaften von Objekten wie Elektronen und Photonen, die sich vollends der durch unsere
korpereigenen Sinne erfahrbaren Welt entziehen. Der Leser moge sich an dieser Stelle
bewusst machen, welches vage Bild er beim Lesen des Wortes ,,Photon“ vor Augen
hat, im Vergleich zum Begriff der ,,Kugel* beispielsweise. Im Gegensatz zu klassischen
Objekten wie einer Kugel, scheinen fiir Quanten allerdings Fragestellungen berechtigt
und Effekte von Bedeutung zu sein, die, iibertragen auf unsere makroskopische All-
tagswelt absurd oder nicht relevant erscheinen. Niemand hat je seine Katze in einer
Superposition aus tot und lebendig vorgefunden [3] und nur wenige werden sich fragen,
ob der Mond auch existiert, wenn sie ihn nicht ansehen [4] (siehe auch Kapitel 1.1 und
1.2).

Trotz dieser scheinbaren Kuriositdaten, die unser Verstdndnis fiir Realitédt bisweilen
herausfordern, sind die 100 Jahre Quantenmechanik auch, oder sogar vielmehr, eine
Erfolgsgeschichte. Die Erklarung zahlreicher experimenteller Beobachtungen sowie mo-
derne technische Errungenschaften basieren auf der Quantenmechanik und eben gerade
die , kontraintuitiven“ Besonderheiten dieser Theorie wurden gegen Ende des letzten
Jahrhunderts zur elementaren Resource eines vollig neuen Bereichs der Physik, der
Quanteninformationstheorie. Sie bildet die Synthese von Informatik, Kryptographie,
Informationstheorie und Quantenmechanik und versucht, meist von einem pragmati-
schen Standpunkt, sich typisch nicht-klassische Effekte zur Bewéltigung informations-
theoretischer Probleme nutzbar zu machen.

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit unterschiedlichen Fragestellungen der Quant-
kommunikation, einem Teilbereich der Quanteninformationstheorie, und gliedert sich
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in vier Teile.

Nach einem Uberblick iiber die Grundlagen, die fiir weiteres notwendig sind, wird die
Entwicklung einer kompakten Quelle zur Erzeugung polarisationsverschrankter Pho-
tonepaare, basierend auf dem Prozess der spontanen parametrischen Fluoreszenz, be-
schrieben. Neu ist dabei nicht die Idee fiir die Art der Erzeugung, sondern die Bauwei-
se. Die Verwendung einer blauen Laserdiode, anstelle von herkommlichen Ionenlasern
zum ,pumpen® des Prozesses ermoglicht einen experimentellen Aufbau auf kleinem
Raum bei dennoch hoher Effizienz. Die Eignung der Quelle wird dann im weiteren
Verlauf der Arbeit in verschiedenen Experimenten demonstriert, in denen nicht nur die
Polarisationsverschriankung der Photonen eines Paares, sondern auch deren zeitliche
Korrelation ausgenutzt wird. So dient sie zunédchst der Untersuchung quantenmecha-
nischer Statistik, insbesondere der systematischen Rekonstruktion der Schranken des
CHSH-Operators. Spéter stellt sie als Quasi-Einzelphotonquelle den Ausgangspunkt
fiir weitere Versuche dar.

Gegenstand eines dieser Versuche ist die Quantenkommunikationskomplexitét. Sie be-
schéftigt sich mit der Fragestellung, wie bestimmte Berechnungen durch mehrere Par-
teien unter der Bedingung minimaler Kommunikation gemeinschaftlich gelést werden
konnen. In dem vorgestellten Experiment bestimmen fiinf Personen den korrekten
Wert einer boolschen Funktion mit héchstmoglicher Erfolgsrate durch das sequenzi-
elle Versenden eines einzelnen (Qu)bits, wobei die Funktion von zwei-Bit Zufallszahlen
abhéngig ist, die zuvor an jede Partei verteilt werden. Die erfolgreiche Durchfiithrung
des Versuchs ermdglicht erstmals die Demonstration der Uberlegenheit einer breiten
Klasse quantenmechanischer Komplexitéitsprotokolle gegeniiber ihren klassischen Ent-
sprechungen, da ein Qubit zwei Bit an klassischer Kommunikation ersetzt.

Ausgehend von dem Versuchsaufbau des Kommunikationskomplexitéatsprotokolls wird
im letzten Abschnitt der Arbeit ein ,,Secret-Sharing“-Protokoll mit sechs Parteien im-
plementiert. Es behandelt die Aufteilung eines Geheimnises an fiinf Personen in einer
Weise, dass zu dessen Rekonstruktion die Kooperation aller fiinf erforderlich ist. Das
Protokoll, das hierfiir verwendet wird, ist neu. Ahnlich wie beim vorher erwéhnten Ex-
periment iibermitteln die Parteien lediglich ein einzelnes Qubit. Die Korrelationen, die
sie durch dessen Messung erhalten sind dquivalent zu verschrankungsbasierten ,, Secret-
Sharing“-Protokollen, die Mehrteilchen GHZ-Zusténde nutzen. Diese Aquivalenz zwi-
schen dem Einsatz einzelner Qubits und verschréankter Systeme ist insofern interessant,
als sie bereits in anderen Szenarien gezeigt werden konnte. Beispielsweise wurde sie fiir
die von Bennett und Brassard 1984 vorgeschlagene Einzelphotonenkryptographie [5]
und das von Bennett, Brassard und Mermin 1992 eingefiihrte verschrinkungsbasierte
Verfahren bewiesen [6]. Auch das in dieser Arbeit vorgestellte Kommunikationskomple-
xitatsprotokoll wurde zunéchst fiir verschriankte Zustdnde formuliert und erst spéter
fiir Einzelphotonen modifiziert. Inwieweit all diesen Protokollen eine fundamentale Ge-
meinsamkeit zu Grunde liegt, die zu diesen Analogien fiihrt, wére sicherlich einer wei-
terfithrenden Untersuchung wert.



Kapitel 1

Allgemeine Grundlagen

Dieses Kapitel fithrt in die allgemeinen theoretischen Grundlagen ein, die fiir das wei-
tere Verstédndnis der vorliegenden Arbeit benotigt werden. Es zeigt die Unterschie-
de zwischen klassischer und quantaler Mechanik auf und erklart den Begriff der Ver-
schriinkung als logische Konsequenz aus dem Superpositionsprinzip beim Ubergang von
Ein- zu Mehrteilchensystemen. Die besonderen Eigenschaften verschrinkter Systeme
werden anhand von EPR’s Paradoxon verdeutlicht. Die Bellsche Ungleichung soll auf
einfache Weise hergeleitet und der Widerspruch zwischen lokalem Realismus und Quan-
tenmechanik aufgezeigt werden. Inwieweit Bell-Ungleichungen in verschriankungsba-
sierten Kryptographieprotokollen von Nutzen sind, wird gegen Ende dieses Abschnitts
diskutiert.

1.1 Superpositionsprinzip und Verschriankung

Ausgehend von Newtons Axiomen wird in der klassischen Mechanik der physikalische
Zustand eines Teilchens durch seinen Ort #(¢) und seinen Impuls p(t) zu jedem Zeit-
punkt ¢ beschrieben. Die Kenntnis dieser beiden Gréfien erlaubt die eindeutige Vorher-
sage der Dynamik eines Systems. Im Phasenraum stellt sich ein Zustand zur Zeit ¢ als
Punkt (Z(t),p(t)) dar und seine zeitliche Entwicklung ergibt sich als Trajektorie, also
Abfolge von Punkten in diesem Raum.

Fast ebenso axiomatisch, aber dennoch grundlegend anders offenbart sich die Situation
in der Quantenmechanik. Die vollstandige Information iiber einen Zustand liegt hier in
einem Vektor | ),! der Element eines Hilbertraumes ist. Die zeitliche Entwicklung er-
gibt sich durch eine unitére Transformation dieses Vektors im Hilbertraum, beschrieben

IHilbertraum-Vektoren werden in Dirac-Notation geschrieben, im Gegensatz zu Vektoren des Ko-
ordinatenraums, die durch einen Pfeil gekennzeichnet sind.
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durch die Schrodinger-Gleichung [7].

Dieser Unterschied in der Zustandsbeschreibung zwischen einem Punkt im Phasenraum
und einem Vektor in einem Hilbertraum hat weitreichende Konsequenzen. Wéahrend
Vektoren per Definitionem die Eigenschaft haben, dass zwischen Ihnen eine additi-
ve Verkniipfung existiert, deren Ergebnis wiederum einen Vektor ergibt, macht eine
Uberlagerung von Punkten keinen Sinn. Wie sich dieser mathematische Sachverhalt
physikalisch darstellt soll folgendes einfaches Beispiel verdeutlichen. Zur Beschreibung
des Prinzips werden dabei anstelle der zuvor angesprochenen kontinuierlichen Varia-
blen Ort und Impuls der Einfachheit halber diskrete innere Freiheitsgrade verwendet.
Der Leser moége sich davon nicht verwirren lassen.

Man betrachte ein Zweizustandssystem; dessen mogliche Zusténde seien 0 und 1, re-
préasentiert durch die Punkte p0 und pl im Phasenraum bzw. die Vektoren |0) und |1)
im Hilbertraum. (Man denke dabei klassisch an eine Miinze in den Zusténden , Kopf
oben“ und ,,Zahl oben* oder quantal an ein Photon das entweder horizontal oder ver-
tikal polarisiert ist). Wéhrend klassisch nur entweder der Zustand 0 oder 1 existiert
(entweder ,Kopf oben* oder ,,Zahl oben*), stellt im quantalen Fall die Superposition
aus beiden Zustanden |x) = \%(|0) + |1)) ebenfalls einen physikalisch realisierten

Zustand dar (Photon mit 45 ° Polarisation).

Diese Tatsache, das sogenannte Superpositionsprinzip, fithrt beim Ubergang von ei-
nem Einteilchen- zu einem Mehrteilchensystem unmittelbar zu Verschriankung [3]. Was
damit gemeint ist und wie es dazu kommt, soll wieder an einem Beispiel verdeutlicht
werden:

Es seien &7 und &, zwei Zweizustandssysteme (man moge wieder Miinzen bzw. Pho-
tonen vor Augen haben), die jeweils in den Zustdnden 0 oder 1 vorliegen kénnen. Klas-
sisch kann sich das aus G; und G, zusammengesetzte System &9 nur in einem der
vier Zustdnde 00, 01, 10, 11 befinden?. Quantenmechanisch ist jedoch auch jede Super-
position der vier Grundzustédnde mdoglich, wie beispielsweise | ¢ ) = \%( |00) +[11))?
Dieser Zustand hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dass iiber jedes einzelne Subsy-
stem keine Aussage, seinen Zustand betreffend, gemacht werden kann. Weder System
&1 noch G, befindet sich im Zustand 0 oder 1. Es ist lediglich eine Aussage iiber das
Gesamtsystem G152 moglich. Dies wird unmittelbar ersichtlich betrachtet man die von
Neumann Entropie E als die Menge an Unkenntnis und somit indirektes Maf fiir den

?Die erste Ziffer bezieht sich immer auf den Zustand von &; wihrend die zweite den Zustand von
S, darstellt

3Der Vektor |00) = |0)®]|0) entspricht dem Zustand 00, d.h. System &; befindet sich im Zustand
0 und System S5 im Zustand O.



1.2 EPR’s Paradoxon und Bells Theorem 3

Informationsgehalt. Sie ist fiir das Gesamtsystem gegeben durch
Eey, = —Tr [[¢7)(67| logy (197 ) (6" )]
== Ailogy (M) (1.1)

wobei \; die Eigenwerte von | ¢ )( ¢ | sind und es gilt Eg,, = 0. Das bedeutet die
Unkenntnis ist gleich null und damit die Information maximal. Fiir ein Subsystem
ergibt sich hingegen

Ee, 6, = —Tr[p12 logy(p1 )] (1.2)

mit prs = Treyenll 67 ) (6" | = 20)(0] +11)(1] und Ee, e, = 1, also maximal
Die Information ist daher minimal.

Obwohl man bei einer Messung der beiden Teilchen perfekt korrelierte Ergebnisse
erhélt, z.B. findet man beide im gleichen Zustand, d.h. beide im Zustand 0 oder beide in
1, ist dennoch fiir ein einzelnes Teilchen keine Information den Zustand betreffend vor-
handen. Diese besondere Eigenschaft bestimmter quantaler Zusténde wurde von Erwin
Schrodinger als Verschrankung bezeichnet [3]. Mathematisch ist dies eine Konsequenz
der Tatsache, daBl der Zustand |¢™ ) nicht faktorisierbar ist:

Definition 1 (Verschriankung eines Zweiteilchenzustands) Fs seien H; und Hy
zwei Hilbertraume und Hys = H; @ H,.
Ein Zustand | £ ) € Hyy heifit verschrinkt <= B |a) € Hy A|b) €Hy 1 |€) = |a)®]|b).

Diese Definition erscheint auch im Bezug auf obige Betrachtungen sinnvoll. L&t sich
ein Zustand als Produkt schreiben, ist die Information iiber ein Subsystem von der
Kenntnis des anderen véllig unabhéngig. Sie ist in Form der Zustandsvektoren, welche
die Faktoren bilden, separabel zugénglich.

1.2 EPR’s Paradoxon und Bells Theorem

Die Beobachtung, dass keinem der beiden Teilchen eines verschrinkten Zustands zu
jeder Zeit bestimmte Eigenschaften zugeschrieben werden kénnen, fithrte Einstein, Po-
dolsky und Rosen (EPR) im Jahr 1935 zu einer philosophisch anmutenden Diskussion
iber Realitdt und einem vermeintlichem Paradoxon [8]. Diese Betrachtungen kulmi-
nierten in dem Schlufl die Quantenmechanik sei keine vollsténdige Beschreibung der
Wirklichkeit. Fast 30 Jahre spéiter konnte Bell im Jahr 1964 zeigen, dafl die Quan-
tenmechanik, solange sie nicht im Experiment als ungiiltig widerlegt wird, in der Tat
die Aufgabe von Lokalitdt oder Realismus fordert. Die Argumentationskette, die Bell
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ausgehend von EPRs Definitionen von Vollstédndigkeit und Realismus einer Theorie zu
seinen Ergebnissen gefiihrt haben, soll hier kurz skizziert werden.

Nach EPR ist ein notwendiges Kriterium fiir die Vollstdndigkeit einer Theorie, dass
jedes Element der physikalischen Realitét (,element of physical reality”) eine Ent-
sprechung in der physikalischen Theorie aufweist. Realismus wird nach EPR wie folgt
definiert:

Wenn sich der Wert einer physikalischen Gréfie mit Sicherheit, d.h. Wahrscheinlichkeit
gleich eins, vorhersagen lafit, ohne dabei in irgendeiner Weise das System selbst zu
storen, dann existiert ein Element unserer physikalischen Realitit, das dieser physika-
lischen Grofle entspricht.

Was bedeutet dies im Fall des Beispiels aus Abschnitt 1.17 Man nehme den Zustand
|¢T ) und entferne die Systeme &; und &, voneinander. Ist ihre Distanz raumartig
kann eine Messung an System &; das System &5 unter der Annahme von Kausalitét
nicht stéren. Ferner erlaubt aber eine Messung am System &; die Vorhersage iiber
das Resultat einer moglichen Messung am System G,, da bekannt ist dass sich beide
Systeme immer im gleichen Zustand befinden. Geméfl der Realitétsdefinition von EPR
muf} also der Zustand von G, bereits vor der Messung existent gewesen sein, d.h. ein
Objekt der Realitét sein. Dies steht im Widerspruch zu obiger quantenmechanischer
Behauptung, eine Aussage iiber den Zustand eines der beiden Subsysteme sei nicht
zu jeder Zeit (insbesondere bereits vor der Messung eines Teilchens) moglich. Wenn
also kein definierter Zustand eines Einzelsystems &; oder &, vorliegt, das heifit wenn
er also nicht , element of physical reality® ist, geniigt die Quantenmechanik nicht der
Anforderung einer vollstandigen Theorie im Sinne von EPR. Vermoge der Bellschen
Ungleichung 148t sich jedoch zeigen, dass keine lokal-realistische, d.h. die Kausalitét
erhaltende und der obigen Definition von Realismus geniigende Theorie! existieren
kann, die zugleich Messergebnisse reproduziert, die geméf§ einer quantenmechanischen
Statistik verteilt sind. Bells Idee ist die folgende [9]:

Eine Quelle Q emittiert einen Zweiteilchenzustand, wovon je ein Teil an eine Partei
Alice bzw. Bob verteilt wird. Sowohl Alice als auch Bob besitzen einen Apparat der zwei
Observable mifit, abhéngig von zwei lokalen Einstellungen (1) und (2). Die Messung
kann dabei fiir jede Observable das Resultat A; = +1, Ay = +1 bzw. By = +1, B, =
+1 ergeben. Die lokalen Einstellungen einer Partei konnen nicht das Meflergebnis der
anderen Partei beeinflussen (Kausalitit). Es gibt folgende Moglichkeiten:

4Solche Theorien werden héufig auch als ,Local-hidden-variables-“-Theorien (LHV-Theorien) be-
zeichnet, da den Teilchen ein ,verborgener® Parameter zugeordnet wird, der alle moglichen Messer-
gebnisse in Abhéngigkeit lokaler Einstellungen beinhaltet.
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A, £ B
11?7 |17
?

Bg = A2

Ohne einen Widerspruch kann nur eine gerade Anzahl von Gleichungen Bestand haben,
daher folgt

wobei P(X) die Wahrscheinlichkeit fiir X ist. Wegen der Kausalitat gilt ferner fiir die
Verbundwahrscheinlichkeit

P(X AY) = P(X) P(Y) (1.4)

Somit folgt mit der Definition fiir bedingte Wahrscheinlichkeit P(X|Y) = PED)?Q;/) wie-
derum P(X|Y) = P(X) und Gleichung 1.3 148t sich in dquivalenter Weise schreiben

als
P(Rs = Rp|1,1)—P(Rs = Rp|1,2)—P(R4s = Rp|2,1)—P(R4 = Rp|2,2) < 0. (1.5)

R4 bzw. Rp bezeichnen die Resultate von Alice oder Bob und die Ziffern 1 und 2
beziehen sich auf die jeweiligen lokalen Einstellungen. Sendet die Quelle Q) einen ver-
schriankten Zustand aus betrigt die obere Schranke S von Gleichung 1.5 fiir die quan-
tenmechanischen Erwartungswerte S, = V2 —1.

1969 présentierten Clauser, Horne, Shimony und Holt [10] (CHSH) eine Verallgemei-
nerung des Bellschen Theorems, die besonders fiir eine experimentelle Anwendung ge-
eignet ist. Dieser Ansatz findet auch in dieser Arbeit fiir den Test von Polarisationsver-
schrinkung Anwendung. Die Observablen bilden die Spinfreiheitsgrade von Teilchen,
représentiert durch folgende vier Operatoren [11]:

A(0) = cos(20)0. + sin(20)o,, (1.6)
B(6) = cos(8)o, + sin(8)o,, (1.7)

a=o,, (1.8)
b(0) = cos(30)0, + sin(36) 0, (1.9)

mit 0 < 0 < 7 einem Parameter und o,, 0, den iiblichen Pauli-Matrizen (siche Anhang
A.1.2). Die Schranke fiir quantenmechanische bzw. klassische Korrelationen bildet der
Erwartungswert Sy, rpv = (CHSH) des Zweiteilchen-Operators CHSH

CHSH = A® B+ A®b+a®B—-a®b (1.10)
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Es gilt [12]
| SLHV ’ S 2 (111&)
| Sym | < 2V/2. (1.11b)

Der maximale Wert | S,,, | = 2v/2 wird jedoch nicht fiir alle Werte von # und alle
maximal verschrankten Zweiteilchenzustidnde erreicht. Das Maximum von Sy, folgt
der Funktion [11]

1 _ 2
mit
o {1} 15L57 o

Dies wird in 2.3.3 experimentell bestétigt.

1.3 Bell’sche Ungleichungen in der Quantenkryp-
tographie

Kryptographie transformiert Information derart, dass sie unzugénglich, somit nutzlos,
fiir nichtlegitimierte Empfénger wird. Um dies zu bewerkstelligen gibt es eine Reihe
von Moglichkeiten. Eine, der sogenannte ,one time pad“, wurde 1917 vom amerika-
nischen AT&T Ingenieur Gilbert Vernam erfunden [13] (siehe auch [14]). Darin ist
die Transformation selbst offentlich bekannt, jedoch ist sie abhéngig von einem sog.
Schliissel, der geheim, d.h. nur den legitimen potentiellen Empféngern der Nachricht
bekannt ist. Die zu iibermittelnde Information wird vermoge dieses Schliissels in ei-
ne Chiffre {ibersetzt, welche offentlich zugénglich sein kann. Claude Shannon [15] be-
wies, dass es ohne die Kenntnis des Schliissels keine Moglichkeit gibt die verschliisselte
Nachricht in Klartext zuriickzufithren. Voraussetzung fiir die perfekte Sicherheit ist
allerdings dessen Zufélligkeit und seine lediglich einmalige Verwendung. Liegt die zu
versendende Nachricht als Bit-String vor, kénnte der Schliissel beispielsweise ebenfalls
ein Bit-String mit einer zufilligen Abfolge von Nullen und Einsen sein. Eine einfa-
che Transformation kénnte in der bit-weisen Addition der beiden Strings bestehen,
wobei sich die Zufilligkeit des Schliissels auf die Nachricht iibertrdgt und sie damit
chiffriert. Zu kléren bleibt hier jedoch die Frage, wie die beteiligten Parteien eines der-
artigen Kryptographieprotokolls in den Besitz des geheimen Schliissels kommen. Eine
”quantenmechanische Antwort“ lieferte erstmals Wiesner 1983 [16] (siehe auch [5]).
Das erste verschrankungsbasierte Quantenkryptographieprotokoll schlug Artur Ekert
1991 vor [17].
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1.3.1 Das Prinzip am Beispiel des Ekert Protokolls

In diesem Protokoll ergibt sich die Sicherheit aus dem zunéchst Nicht-Vorhandensein
der in 1.2 angesprochenen , elements of physical reality“. Durch eine eventuelle Mes-
sung wiirden diese allerdings festgelegt, was dann wiederum die Erfiillung der Bell-
Ungleichung zur Folge hiétte.

Die zwei kommunizierenden Parteien Alice und Bob sind iiber einen Quantenkanal
verbunden. Dieser besteht aus einer Quelle Q, die ein Paar von Photonen emittiert,
welche sich in einem Singulett Zustand [y~ ) = \%(]HHV) — |V')|H)) befinden.
Die zu iibertragende Information wird dabei binér in der Polarisation der Photonen
kodiert, wobei immer ein Paar orthogonaler Polarisationen die Bit-Werte 0 bzw. 1 re-
prisentiert. Je ein Teilchen des Singuletts erhélt Alice bzw. Bob. Sie messen unabhéngig

~

von einander und zufillig die Observablen a, B(%), A(%) bzw. é(%), fl(%), b(%). Nach
der Ubertragung geben beide bekannt welche Observablen sie wann gemessen haben.
In den Fillen, in denen unterschiedliche Messungen gewéhlt wurden, werden die Mef3-
ergebnisse offentlich verglichen um S = (CHSH) zu berechnen. Bei ungestorter Kom-
munikation gilt fiir S Gleichung 1.11b. In den iibrigen Féallen bilden die perfekt anti-

korrelierten Resultate die Grundlage fiir einen gemeinsamen, geheimen Schliissel.

1.3.2 Lauschangriffe

Ein potentieller Lauscher kann wihrend der Ubertragung den Teilchen keine Informa-
tion entnehmen weil sie schlichtweg nicht kodiert ist. Sie wird im Moment der Messung
und offentlichen Kommunikation durch die legitimen Empfinger erst existent. Es liegt
seitens des Spions nahe, die Quelle auszutauschen und Alice und Bob mit speziell
préaparierten Daten zu versorgen. Da die zuféllige Wahl der verwendeten Messbasen
jedoch nicht bekannt ist, fithrt eine derartige Attacke unweigerlich zum Aufdecken des
Abhorers. Sie entspricht der Einfithrung von “Elementen physikalischer Realitédt® in
die Messung der Spinfreiheitsgrade, die dazu fiihrt, dass der Wert von S die klassische
Grenze nicht iiberschreitet oder zumindest nicht das quantenmechanische Maximum
erreicht.

Eine experimentelle Realisierung und Bestétigung des von Ekert vorgeschlagenen Pro-
tokolls findet sich in [18]. In [19] wurde die Sicherheit einer Verallgemeinerung des
Ekert-Protokolls auf N-Zustandssysteme beziiglich verschiedener Abhorattacken stu-
diert. Im Allgemeinen bedeutet die Verletzung einer Bellschen Ungleichung jedoch nicht
zwingend die Abwesenheit eines Lauschers. Dies zeigt folgendes Beispiel einer Variation
des Ekert Protokolls, bei dem anstelle der CHSH-Ungleichung, Wigners Version [20]
verwendet wird. Der Vorschlag dafiir sowie dessen experimentelle Umsetzung stammt
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aus dem Jahr 2000 [21]. Entsprechend S wird hier der Parameter
W= p(+7 +|a17 a2) + p(+7 —|—|O./2, 043) - p(+7 —|—|O[1, 063) (114)

bestimmt, mit
~ ~ 2 .
p(+, +lai, ap) = | (H|(H |B(aw) @ Blay)|4™) | = sin®(a; — a;)/2 (1.15)

und o; € {—%,0},; € {0, 2}. Fiir maximal verschréinkte Zustéinde gilt W = §+41—32 =

—%, wéhrend fiir lokal realistische Theorien W > 0 ist.

Der Wert von W ist nur dann ein Maf fiir die Sicherheit der Kommunikation, falls
ein moglicher Spion Eve lediglich Kontrolle iiber ein Subsystem des Singuletts hat. In
diesem Fall gilt W > 1—16. Sobald Eve beide Teilchen kontrollieren kann gibt es keine
Schranke und W kann Werte annehmen, die sogar unter dem quantalen Limit liegen
[22]. Dies wird in 2.3.3 experimentell gezeigt. (Zeitgleich wurden Experimente hierzu
von Bovino, Colla und Castagnoli durchgefiihrt, siehe [23].) Sowohl die Erklarung als
auch die Losung dieses Problems liegt in der Herleitung der Wignerungleichung selbst,
bei der perfekte (Anti-)Korrelationen vorausgesetzt werden, die in der Praxis jedoch
aufgrund von Imperfektionen nicht gewéhrleistet werden kénnen. Verwirft man folglich
Wigners Annahme p(+, +|as, a2) = p(—, —|ag, az) = 0 mit

p(——lai,a) = [ (V(V[B(ag) ® Bloy)|¢) | = sin®(a; — 0;)/2, (1.16)

analog zu Gleichung 1.15, gelangt man zu einem modifizierten Parameter

W = p(+, +|oa, a2) + p(+, +ag, as) + p(—, —|az, az) — p(+, +|a1, as)
=W +p(—, —|ag, ag). (1.17)

Wie man leicht sieht, gilt fiir lokal realistische Theorien w > 0 und fiir einen reinen
Zustand ¢~ ) ist p(—, —|ag, as) = 0 und folglich W = W. Der minimale Wert von
W bei einem Lauschangriff betragt 0, 04428 auch unter der Annahme totaler Kontrolle
beider Kanile durch Eve [22].

Die Intention bei der Nutzung von W anstelle von S in [21] war eine Vereinfachung
des von Ekert urspriinglich vorgeschlagenen Protokolls dahingehend, dass die betei-
ligten Parteien nicht zwischen drei sondern lediglich zwei Analysatorstellungen aus-
zuwahlen haben. Dem wird aber auch durch die in [22] angeregte Einfiihrung und
Verwendung von W kein Abbruch getan. Alice und Bob miissen allerdings, wollen sie
einen Abhorer ausschlieen, einen Teil der Schliisselbits, d.h. der Bits bei denen sie die
gleiche Analysatorstellung verwendet haben, opfern. Dies wére bei einer praktischen
Anwendung im Rahmen von Fehlerkorrekturen zur Bestimmung der Quantum-Bit-
Error-Rate (QBER), also der Fehlerrate, ohnehin nétig, selbst bei Verletzung einer
Bell-Ungleichung. Denn auch bei Fehlern die durch experimentelle Imperfektionen, wie
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mangelnde Verschrinkung der Quelle, Rauschen des Quantenkanals etc. verursacht
sind, muss grundsatzlich zunéchst davon ausgegangen werden, dass ihr Ursprung in
einem Lauschangriff liegt. Es ist daher naheliegend Fehlerkorrektur und Sicherheits-
analyse simultan zu betreiben und die selben Bits fiir beide Zwecke zu verwenden, wie
es bei Einzelphotonen-Quantenkryptographieprotokollen {iblich ist (siehe beispielsweise
[5]). Die Anzahl der zum Schliissel beitragenden Bits richtet sich demgeméfl nach den
Sicherheitsanforderungen und liegt zwischen 2/9 und 1/3 der insgesamt ausgetausch-
ten Bits. Bei der Verwendung von S betrigt sie zum Vergleich in jedem Fall 2/9. Eine
Frage die trotz allem offen bleibt, ist die nach dem Informationsgewinn eines Abhorers
bei der Durchfithrung einer der zuvor beschriebenen Attacken.

Abschlielend sei noch erwéhnt, dass die Verwendung von Verschrankung in der Quan-
tenkryptographie einen entscheidenden Vorteil gegeniiber dem Einsatz von Einzelpho-
tonen bringt. Sie ermoglicht die sichere Verteilung der Schliilelbits an Alice und Bob
durch (moglicherweise nicht vertrauenswiirdige) Dritte. Man denke beispielsweise an
die in [24] vorgeschlagene Verteilung von verschriankten Photonen iiber Satellit. Ein un-
seritser Satellitenbetreiber wiirde beim Versuch die Quelle zu manipulieren, der obigen
Argumentation analog folgend, unweigerlich erkannt werden.
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Kapitel 2

Kompakte Quelle
polarisationsverschrankter
Photonenpaare

Das Konzept der Verschrankung findet nicht nur in der Kryptographie und anderen
Kommunikationsprotokollen Anwendung, sondern stellt eine wichtige Resource in der
gesamten Quanteninformationstheorie dar. Die Wahl von Photonen als Informations-
tréger erweist sich speziell in der Nachrichteniibermittlung als besonders geeignet, da
sie das physikalische System mit der schnellstméglichen Ubertragungsgeschwindigkeit
darstellen und dariiber hinaus mittels Glasfaserleitungen auf einfache Weise zuverléssig
versandt werden konnen. Dieses Kapitel behandelt daher die Entwicklung einer kom-
pakten Quelle zur Erzeugung polarisationsverschréankter Photonenpaare durch spon-
tane parametrische Fluoreszenz. Es beschreibt ausgehend von den zugrundeliegenden
theoretischen Konzepten die experimentelle Implementierung und Umsetzung sowie
die erzielten Resultate. Zum Abschlufl dieses Teils wird die Quelle zur eingehenderen
Untersuchung quantenmechanischer Korrelationen verwendet.

2.1 Theorie

2.1.1 Spontane parametrische Fluoreszenz

Tritt ein elektromagnetisches Feld in Wechselwirkung mit einem dielektrischen Medium
erzeugt es elektrische Dipolmomente deren makroskopische Summe eine Polarisations-
dichte P ergibt. In einem anisotropen! Kristall ergibt sich folgende Beziehung zwischen

!Die Beziehung zwischen E und P ist abhéngig von der Richtung von E.
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der Polarisationsdichte und dem eingestrahlten elektrischen Feld E [25]:

1 2 3
Pi=c Y XGE+2Y XOEE+4Y X EBE + ... (2.1)
j ik Gkl

Mit 4, 5, k,1,= 1,2, 3 und der Vakuumdielektrizitatskonstante ¢; ngl') ist der elektrische

Suszeptibilitéitstensor des Mediums und xﬁfi, ng?,il dessen Entsprechungen fiir nichtli-

neare Effekte zweiter und dritter Ordnung.

Der Beitrag von XEJQ,)C zu P ist typischer Weise um zehn Groflenordnungen geringer

als der des linearen Terms. Daher wird er fiir schwache Felder fiir gewohnlich ver-
nachléssigt. Unter der Wechselwirkung eines starken Pumpfeldes der Frequenz w, mit
dem Kristall fithrt er jedoch zur Erzeugung zweier neuer Felder der Frequenzen w, und
w,. Im Teilchenbild der zweiten Quantisierung entspricht dies der spontanen Umwand-
lung eines Pumpphotons der Energie hw, und dem Impuls hlZp in zwei Photonen mit
den Energien und Impulsen Aw,, hEe und Aw,, hEo, iiblicherweise Signal- und Idlerpho-
ton genannt. Dieser Prozefl dhnelt dem, aus der klassischen Elektrodynamik bekannten
Vorgang der Drei-Wellen-Mischung bzw. der parametrischen Verstirkung, bei dem zwei
Felder verschwindender Intensitiat w; und wy in einem nichtlinearen Medium durch die
Anwesenheit eines starken Pumpfeldes ws (w1 + wy < ws) verstidrkt werden. Im Ge-
gensatz dazu kann er aber wegen seines spontanen Auftretens, d.h. ohne die a priori
Anwesenheit eines zusitzlichen schwachen Feldes, nur quantenmechanisch verstanden
werden. Auf eine detaillierte quantenoptische Herleitung wird in dieser Arbeit verzich-

tet. Der interessierte Leser sei auf die ausreichend vorhandene Fachliteratur verwiesen
(siehe z.B. [26]).

In beiden Prozessen gilt Energie- und Impulserhaltung:

Wy = We + W (2.2a)

ky = ket K, (2.2b)
Entsprechend der Polarisation der Fluoreszenzphotonen unterscheidet man zwei Arten
der spontanen parametrischen Fluoreszenz:

e Typ I: Der Pumpstrahl ist beziiglich des einachsigen Kristalls ausserordentlich?
polarisiert, wihrend die Fluoreszenzphotonen ordentlich polarisiert sind.

e Typ II: Der Pumpstrahl ist ebenfalls auflerordentlich, die Fluoreszenzphotonen
jedoch jeweils ordentlich bzw. aulerordentlich, d.h. orthogonal zu einander pola-
risiert.

2Die Begriffe ,,ausserordentlich“ und ,ordentlich“ polarisiert entsprechen hier der allgemein iibli-
chen Nomenklatur fiir uniaxiale optische Kristalle. Ausserordentlich polarisiert bedeutet, der Polarisa-
tionsvektor liegt in der Ebene, die von optischer Achse und Wellenvektor k aufgespannt wird, wiahrend
im ordentlichen Fall der Polarisationsvektor senkrecht zu dieser Ebene steht.
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Pumpstrahl

auBerordentlich
K ~\  (vertikal)
P polarisiert
auBerordentlich

polarisiert
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Abbildung 2.1: spontane parametrische Fluoreszenz vom Typ II. Die orthogonal zueinander
polarisierten Fluoreszenzphotonen werden entlang zweier Kegel emittiert. Die entlang der
Schnittgeraden emittierten Photonen sind nicht eindeutig einem der beiden Kegel zuzuordnen.

Die Art des Erzeugungsprozefles legt bereits nahe, dafy die paarweise generierten Pho-
tonen starke Korrelationen beziiglich Entstehungszeitpunkt sowie Energie und Impuls
aufweisen. Bei der Fluoreszenz des Typs II kommt dariiberhinaus eine Polarisations-
korrelation hinzu, was diese Art des Prozesses zur bevorzugten Wahl fiir die Erzeugung
einer Polarisationsverschréinkung macht.

Réaumlich betrachtet werden Signal- und Idlerphoton entlang zweier Kegel emittiert. Je
nach Lage der Kegelachsen zueinander spricht man vom kollinearen bzw. nichtkollinea-
ren Fall. Im ersteren beriihren sich die Kegel entlang einer Gerade. Im letzteren hingt
der Winkel zwischen den Kegelachsen sowie der Offnungswinkel der Kegel vom Winkel
6, ab, den der Pumpwellenvektor Ep mit der optischen Achse des Kristalls einschlief3t.
In dieser Arbeit wurde die nichtkollineare entartete Fluoreszenz realisiert, siehe Abbil-
dung 2.1. Die Fluoreszenzphotonen haben dieselbe Wellenlénge und die Emissionskegel
schneiden sich entlang zweier Geraden die einen Winkel 2@, , bilden. Die Tangentialebe-
nen an die Kegel entlang der Schnittgeraden kreuzen in diesem Fall einander senkrecht
[27]. Die entlang der Schnittgeraden emittierten Moden kénnen nicht eindeutig einem
der beiden Kegel zugeordnet werden. Damit ist auch Ihre Polarisation nicht klar zu be-
stimmen, da die Polarisationsinformation von der Modenzugehorigkeit (Signal s oder
Idler i) entkoppelt wird.

) = (Is, H)|i, V) +€?|s,V)|i,H)) =

1
V2
:%usw»(|H>|v>+ei¢|v>|H>) (2.3)

Es liegt lediglich eine strikte Antikorrelation vor. Ist ein Photon horizontal, so ist das
andere vertikal polarisiert und vice versa. Dies resultiert folglich idealerweise in dem
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maximal verschrankten Zustand

_
V2

Fiir einen anisotropen Kristall ist jedoch zu beachten, dass aufgrund der Doppel-
brechung die ordentlich und auflerordentlich polarisierten Fluoreszenzphotonen unter-
schiedliche Brechungsindizes erfahren und sich deshalb innerhalb des Kristalls mit ver-
schiedenen Geschwindigkeiten in unterschiedliche Richtungen bewegen. Man spricht
von einem longitudinalen und einem transversalen , walk-off. Beides kann im Experi-
ment zu einer Unterscheidbarkeit der beiden Moden und damit zum Verlust der Ver-
schrinkung fithren. Der transversale ,,walk-off* fithrt zu einer Aufweitung des ordent-
lich polarisierten Strahls. Ist diese grofler als der Pumpstrahldurchmesser kommt es zu
einem inkohérenten Uberlappen der beiden Konversionsmoden entlang der Schnittge-
raden. Der longitudinale ,,walk-oft“ fiihrt zu einer relativen zeitlichen Verzogerung ot
der Fluoreszenzmoden zueinander. Sie betragt maximal fiir am Kristallanfang erzeugte
Photonen bei senkrechtem Einfall des Pumpstrahls:

[¥) (HH)IV) +€“|V)IH)). (2.4)

o od n(6p)d cos(0p—0.)
ot = | HT — % |

= g | no — n(6,) cos(6, — 6,) | (2.5)

fiir eine Kristalldicke d und [25]

1 cos?(,)  sin®(6,)
= 2.
) ww 20

sowie 0, dem Winkel den der Wellenvektor k. des auflerordentlichen Strahls mit der
optischen Achse einschliefit. Ist ot grofler als die Kohérenzzeit 7. sind ordentlicher
und auferordentlicher Strahl durch den Detektionszeitpunkt zu unterscheiden. Eine
Kompensation dieser Effekte durch zusétzliche Kristalle ist allerdings moglich (siehe
Abschnitt 2.2.2 sowie [28]).

2.1.2 Modenanpassung

Wie aus vorangegangenem Abschnitt hervorgeht, ist es notwendig die Fluoreszenz-
photonen entlang der Kegelschnittgeraden auszuwéhlen um polarisationsverschriankte
Paare zu erhalten. Die in [29] vorgeschlagene Modenanpassung ist eine Technik, die
eine moglichst effiziente Kopplung dieser Photonen in single-mode Lichtwellenleiter?
bei gleichzeitiger spektraler Selektion garantieren soll. Da sie entscheidenden Einflufl

3Die Verwendung von single-mode Fasern garantiert eine wohldefinierte riumliche Mode und die
folgenden Betrachtungen sind lediglich hierfiir sinnvoll.
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(a) Die Annahme einer run- (b) Einer bestimmten spektralen Breite A) entspricht ein

den GauBmode ist ge- Winkelbereich Af. Fiir die Einkopplung in eine single-
rechtfertigt, da sich die mode Faser folgt der Divergenzwinkel O4;, der Gauf3-
Tangentialebenen an die schen Mode aus Af.

Kegel entlang der Schnitt-
geraden im entarteten Fall
senkrecht schneiden.

Abbildung 2.2: Modenanpassung

auf verschiedene Designparameter des experimentellen Aufbaus hat, soll sie hier kurz
beschrieben werden (siche [27, 29]).

Im nicht-kollinearen entarteten Fall werden die Fluoreszenzphotonen der Wellenlénge
A+ AN/2 (FWHM?) ausgehend vom Erzeugungsort im Kristall in einen Winkelbereich
0+ Af/2 emittiert. Der Zusammenhang zwischen spektraler Breite A\ und ausgeleuch-
tetem Winkelbereich Af fiihrt somit die spektrale Selektion auf eine Begrenzung des
einzukoppelnden Winkelbereichs zuriick.

df
A = 2 AN 2.
3 (2.7)

Da sich die Emissionskegel senkrecht schneiden (sieche Abschnitt 2.1.1) kann fiir die
spektrale Verteilung der Fluoreszenzmoden eine Rotationssymmetrie angenommen wer-
den, siehe Abbildung 2.2(a). Beriicksichtigt man ferner, daf§ sich ausschlielich eine
TEMgg Mode in einem single-mode Wellenleiter ausbreiten kann, 148t sich fiir die ent-
lang der Schnittgeraden einzukoppelnden Zielmoden annéhernd folgende Gaufische In-
tensitatsverteilung voraussetzen:

1(0) o< exp(—2(0/Ouin)?), (2.8)

4FWHM steht fiir ,, Full Width at Half Mazimum® und ist die Breite, bei der die spektrale Verteilung
die Hilfte des Maximalwertes erreicht.
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wobei Oy, der Divergenzwinkel des Gauflschen Strahls ist, fiir den gilt:

Al

Oy = e
‘ 2In(2)

L @
/21n(2) dA

Die Strahltaille wy = A\/(704;,) ist im Konversionskristall lokalisiert, da der Pumpstrahl
ndherungsweise als ebene Welle angenommen werden soll (Abbildung 2.2(b)). Bildet
man die so festgelegten Moden mittels Linsen in eine single-mode Glasfaser ab, werden
lediglich Photonen selektiert, die in der Uberlappregion von Pumpstrahl und Zielmode
entstehen. Dies legt nahe, die Pumpleistung moglichst in diesem Bereich zu konzen-
trieren. Daher ist das Ziel der Modenanpassung eine Anpassung der Strahltaille des
Pumpstrahls w, an die der gewiinschten Zielmoden wy.

A (2.9)

wy, = W (2.10)

2.2 Implementierung

Im Laufe der vergangenen Jahre hat sich die spontane parametrische Fluoreszenz als
Standardmethode zur Erzeugung verschrankter Photonenpaare etabliert. Sie stellt ein
wichtiges Instrument vieler Anwendungen in verschiedenen Gebieten der experimentel-
len Quanteninformationstheorie dar. Mit dem Einsatz in diversen Bereichen sind jedoch
auch unterschiedliche An- und Herausforderungen an eine Quelle verschrinkter Photo-
nen verbunden. Fiir Kommunikationszwecke via Glasfasern iiber grolere Distanzen bei-
spielsweise, sind die Wellenldngen um A = 1, 31 ym und 1, 55 pm besonders geeignet, da
Lichtwellenleiter in diesen spektralen Bereichen sehr geringe Absorption besitzen. Fiir
diese Wellenléngen wurde bereits eine kompakte Quelle entwickelt, die eine rote Laser-
diode als Pumpquelle verwendet [30, 31]. Ein Nachweis einzelner Fluoreszenzphotonen
erweist sich allerdings in diesem Fall als schwierig, da die einzig nutzbaren Detektoren,
Germanium oder InGaAs/InP Halbleiter, niedrige Effizienz und hohe Dunkelzéhlraten
aufweisen. Hingegen existieren im nahen Infrarotbereich zwischen A = 600nm und
A = 900 nm kommerziell erhéltliche Siliziumdetektoren mit hohen Effizienzen von bis zu
70 % und niedrigen Dunkelzdhlraten. Die Erzeugung von Fluoreszenzphotonen im na-
hen Infraroten erfordert allerdings eine Pumpwellenléinge im Blauen bis Ultravioletten
mit einer Wellenldnge unter A\ = 450 nm. Dies fiihrte bisher zur Verwendung unhand-
lich groBer Ionen-Laser mit hohen Anschaffungs- und Betriebskosten, was die Verwen-
dung polarisationsverschrinkter Photonen auflerhalb einer Laborumgebung unmaoglich
machte. Jiingste Entwicklungen in der Halbleiterindustrie ermoglichen aber mittler-
weile den Einsatz blauer und violetter Gallium-Nitride basierter Laserdioden mit op-
tischen Ausgangsleistungen von bis zu 50 mW. Eine Aufgabenstellung dieser Arbeit
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war daher durch die Verwendung einer blauen Laserdiode eine moglichst kompakte und
billige Quelle fiir Fluoreszenzphotonen im Wellenldngenbereich um A = 800 nm zu ent-
wickeln, die in ihrer Effizienz mit herkémmlichen Tonen-Laser Systemen vergleichbar ist
[32]. Dies stellt den logisch néchsten Schritt dar, nachdem bereits frequenzverdoppelte
rote Laserdioden erfolgreich eingesetzt wurden um eine vollstandig festkérperbasierte
Quelle im Infrarotbereich zu bauen [28].

2.2.1 Der Pumplaser - eine UV Laserdiode

Die im folgenden verwendete blaue Laserdiode vom Typ NDHV310ACA der Firma
Nichia mit einer nominalen Wellenldnge von A = 403nm und einer optischen Aus-
gangsleistung von 30 mW wurde in einem Aluminiumgehéuse zusammen mit einer
asphérischen Kollimationslinse einer Brennweite von f = 8 mm montiert. Ein elektro-
nischer Regler hilt mittels eines Peltierelements die Betriebstemperatur konstant bei
20° C. Die tatsachlich abgestrahlte Wellenldnge und Leistung ist abhédngig vom Ver-
sorgungsstrom. Deren Abhéngigkeit fiir verschiedene Betriebsstrome zwischen 40 und
60 mA zeigt Abbildung 2.3(a). Die einzelnen Datenpunkte wurden durch einen Gauffit
an die mit einem Spektrometer der Firma Ocean Optics (PC2000) aufgenommenen
Spektren ermittelt. Bei diesem Gerét wird das zu analysierende Licht in eine Glasfaser
eingekoppelt. Am anderen Ende der Faser tritt es durch einen 10 um =~ 10 px breiten
Spalt, trifft auf ein selbstfokussierendes Gitter (2400 Linien/mm) fiir einen Einsatzbe-
reich zwischen 330 und 450 nm und wird auf ein lineares Si-CCD-Array (Sony ILX511)
mit 2048 Pixeln abgebildet. Mit diesen Spezifikationen besitzt das Spektrometer eine
Auflésung von ~ 0,2 — 0,3nm (FWHM) [33].

Fluktuationen in der Wellenléinge fiir einen festen Stromwert liegen auflerhalb der
Meflgenauigkeit und kénnen vernachléssigt werden. Alle im Laufe der vorliegenden
Arbeit vorgestellten Experimente wurden bei 52 mA durchgefiihrt. Das Spektrum fiir
diesen Fall zeigt Abbildung 2.3(b). Die optische Ausgangsleistung steigt linear mit
dem Versorgungsstrom an. Das Maximum liegt bei 24 mW (60 mA). Die nominalen 30
mW konnten auch bei 62 mA nicht erreicht werden. Um den Halbleiterchip der Diode
nicht zu beschédigen, wurde selbst von einem sehr kurzen Testbetrieb mit iiber 62 mA
abgesehen. Bei einer typischen Stromversorgung von 52 mA betriagt die abgestrahlte
optische Leistung 12,23 mW. Den Verlauf fiir verschiedene Stréme zeigt Abbildung 2.4.

Die Leistung wurde iiber die durch den Fotostrom an einem Meflwiderstand abgefallene
Spannung einer Fotodiode (Fabrikat Thorlabs DET110) gemessen.
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Ty )2
y(\) = yo + Aexp(— (szié’) )-

Abbildung 2.3: Pumplaserspektrum

2.2.2 Designparameter und Experimenteller Aufbau

Aus den Kapiteln 2.1.1 und 2.1.2 geht bereits hervor, in welche Hauptbestandteile sich
eine Quelle zur Erzeugung polarisationsverschréinkter Photonen mittels spontaner pa-
rametrischer Fluoreszenz gliedert. Es bedarf eines Linsensystems, um den Pumpstrahl
unter Beachtung der Modenanpassungsbedingung zu fokussieren sowie des Konver-
sionskristalls mit einer Kompensation fiir den , walk-off“ und einer Optik zum FEin-
koppeln der Fluoreszenzphotonen. Der hier realisierte Aufbau verwendet einen 2 mm
dicken BBO (8 — BaB30,4) Konversionskristall, der bereits fiir die Phasenanpassung
des Typ II geschnitten ist. Das bedeutet der k-Vektor des Pumpstrahls Ep bildet bei
senkrechtem Lasereinfall einen Winkel 6, von 42,13° mit der optischen Achse. Die
Kompensation des ,,walk-offs“ erfolgt durch eine %—Platte unter 45°, die die Rollen
von ordentlichem und auflerordentlichem Strahl vertauscht, gefolgt von je einem BBO-
Kristall der halben Dicke in jedem der beiden optischen Wege. Fiir eine Pumpwel-
lenldnge A\, = 402,6nm ergibt sich im entarteten Fall fiir die Fluoreszenzphotonen
eine Wellenldnge von A = 805,2nm. Daraus folgt mit den Dispersionseigenschaften
von BBO der Ausdruck fiir % = 0,045°/nm. Da eine spektrale Breite der Zielmoden
AN = 6nm angestrebt wird, erhélt man fiir deren Divergenzwinkel mit Gleichung 2.9
BO4iv = 0,23 ° und damit fiir die Strahltaille wy = 72 pm.

Um den Pumplaser auf diese Grofie zu fokussieren (siehe Gleichung 2.10) bildet eine
konkav-sphérische Linse mit einer Brennweite von f = —25mm zusammen mit der
Kollimationslinse (f = 8mm) im Gehéuse der Diode ein Galileo Teleskop. In dieser
Konfiguration befindet sich die Strahltaille in einem Abstand von 230 mm hinter dem
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Abbildung 2.4: Optische Ausgangsleistung () des Pumplasers in Abhéngigkeit des Versor-
gungsstroms. Die Abhéngigkeit ist anndhernd linear (—)

Gehéuse. Geméfd den Bedingungen aus Kapitel 2.1.2 wird an dieser Stelle der Kristall
positioniert.

Die Laserdiode ist so ausgerichtet, dass ihre intrinsische Polarisation, wie fiir die Pha-
senanpassung des Typ II notwendig, aulerordentlich im Bezug auf die Lage der opti-
schen Achse des Konversionskristalls orientiert ist. Da Laserdioden im Gegensatz zu
Ionenlasern kein rundes, aber typischerweise elliptisches Strahlprofil besitzen, muf dies
durch eine zusétzliche Zylinderlinse (f = 300 mm) kompensiert werden.

Im entarteten Fall bilden die Schnittgeraden der Emissionskegel einen Winkel von 6 °.
Um die Photonen, die unter diesem Winkel emittiert werden in Single-Mode Fasern
zu koppeln, werden asphérische Linsen der Brennweite f = 7,5 mm mit einer numeri-
schen Apertur von 0, 30 verwendet. Der Abstand vom Kristall zu den Kopplungslinsen
betragt 365 mm und ist durch die Gréfle der bild- und gegestandsseitigen Strahltaille
vorgegeben. Diese sind zum einen w, = 72 um des Pumpstrahls und wy = 2,6 pm, die
Grofle, die fiir die Kopplung in den Faserkern der Single-Mode Faser erforderlich ist.
Langpassfilter in beiden Armen verhindern, dass ultraviolettes Streulicht ebenfalls in
die Glasfasern gelangt.

Die Wegstrecke von 365 mm wird mittels zweier Spiegel gefaltet. Dies ermdoglicht eine
kompaktere Bauweise. Der gesamte Abstand von der Pumpdiode bis zu den Spiegeln
betrigt somit lediglich 390 mm. Wiirde man den kompletten Aufbau in eine Box in-
tegrieren wollen, wiirde diese in etwa eine Fliche von 400 x 600 mm einnehmen. (siehe

Abbildung 2.5(a) und 2.5(b).)
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(b) Foto des Aufbaus.

Abbildung 2.5: Versuchsaufbau Quelle
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2.2.3 Detektion und Polarisationsanalyse

Die bei der spontanen parametrischen Fluoreszenz paarweise emittierten Photonen
miissen nachgewiesen und hinsichtlich ihrer Polarisation untersucht werden. Die De-
tektion erfolgt mittels passiv gequenchter fasergekoppelter® Silizium-Avalanche-Photo-
Dioden (Si-APDs) vom Typ C30902S der Firma Perkin-Elmer. Die APDs sind in ein
selbstgebautes Modul integriert. Sie befinden sich in einem Aluminiumblock der mit
Hilfe eines Peltierelements und einer Regelelektronik auf einer konstanten Temperatur
von —23°C gehalten wird. Dies reduziert die Dunkelzéhlrate auf ca. 700 Hz und ga-
rantiert eine konstante Durchbruchspannung. Bei einer Betriebsspannung die 17 Volt
iiber der Durchbruchspannung liegt betrigt die Detektionseffizienz in etwa 36%. Eine
Zusammenstellung verschiedener im Hinblick auf APDs relevanter Parameter und de-
ren Zusammenhénge findet sich im Anhang A.2. Die Signalverarbeitung innerhalb des
Moduls wird in ECL-Logik durchgefiihrt. Der Ausgang liefert allerdings einen NIM-
Puls. Um Koinzidenzen von zwei Photonen eines Paares zu registrieren werden die
NIM-Pulse beider APDs in einem Und-Gatter® zusammengefiihrt. Das Koinzidenzzeit-
fenster ist dabei durch die Pulsléinge vorgegeben. Diese betragt 10 ns.

Um eine Polarisationsanalyse durchzufiihren, werden die Photonen aus den single-mode
Fasern ausgekoppelt, durch eine %—Platte und einen polarisierenden Strahlteilerwiirfel
(PBS) gesendet und anschlieBend in die multi-mode Fasern der Detektoren eingekop-
pelt (siche Abbildung 2.6(a)). Die Effizienz der Aus- und Einkopplung betrégt in beiden
Armen 87 %. Eine Drehung der %—Platte um den Winkel o ermoglicht in Kombinati-
on mit dem PBS eine Untersuchung aller Polarisationen, die in der Aquatorialebene
der Poincaré-Sphére liegen (Abbildung 2.6(b)). Dies ist leicht zu verstehen, verfolgt
man den Weg des Photons von der Detektorseite riickwérts. Das Photon kann im PBS
nur transmittiert werden, wenn seine Polarisation horizontal ist. Das so polarisierte
Photon wird an dem Wellenplattchen in eine andere Polarisation rotiert. Da die Pha-
senverzogerung jedoch unabhingig vom eingestellten Winkel stets 7 betrégt, kann die
neue Polarisation lediglich linear und nicht zirkular oder elliptisch sein. Dies entspricht
einer Lage in der Aquatorialebene der Poincaré-Sphire. Diese Betrachtungen miissen
analog in umgekehrter Reihenfolge gelten. Welche Polarisation man dabei fiir welchen
Rotationswinkel analysiert, 1a8t sich einfach in der Matrixdarstellung der Wellenplatten
und Polarisationsvektoren berechnen (siehe Anhang A.1.1 und A.1.2.3).

5Bei den Glasfasern der Detektoren handelt es sich um multi-mode Fasern
6Eigentlich wird ein Oder-Gatter verwendet, aber in negativer Logik stellt ein Oder-Gatter das
Aquivalent zu einem Und-Gatter in normaler Logik dar.
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Abbildung 2.6: Polarisationsanalysator
2.3 Daten und Ergebnisse

Im vorangegangenen Kapitel wurde der Aufbau der Quelle in seinen Teilen beschrie-
ben. Im folgenden werden nun die damit gewonnen Daten vorgestellt. Anhand der
Spektren der Fluoreszenzphotonen wird gepriift, ob in der Tat der entartete Fall vor-
liegt. Desweiteren werden Zéahlraten in Abhéngigkeit der optischen Ausgangsleistung
des Pumplasers {iberpriift. Einen ersten Test fiir Verschrankung bildet die Aufnahme
der Korrelationsfunktion in zwei Basen. Die Verschrankung wird durch die Verletzung
von Bellungleichungen bestitigt und am Ende dieses Abschnitts werden die in [11]
berechneten Schranken fiir quantale Korrelationen experimentell bestétigt.

2.3.1 Spektren und Zihlraten

Das in Kapitel 2.2.1 beschriebene Spektrometer besitzt nicht die nétige Empfindlichkeit
um Einzelphotonen nachzuweisen. Aus diesem Grund wird fiir die Aufnahme des Fluo-
reszenzphotonenspektrums ein selbstgebautes Gitterspektrometer verwendet, das als
Eingang eine single-mode Faser” besitzt (siehe Abbildung 2.7). Die erste Beugungsord-
nung wird iiber einen Spiegel und eine Linse (f = 10 mm) in eine multi-mode Faser® ab-
gebildet. Mit einer Gitterkonstante von 1200 Linien/mm, den verwendeten Fasern und
den in Abbildung 2.7 gezeigten Abmessungen wird ein gemessenes Auflosungsvermogen
von 0,6 nm (FWHM) erreicht. Als Referenz und Justierhilfe diente die 633,42nm Li-

"Mode Field Diameter: 5,5 ym
8Kerndurchmesser: 50 um
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Abbildung 2.7: Gitterspektrometer. Wird an den Ausgang eine Avalanche-Photodiode ange-
schlossen, lassen sich mit entsprechender Integrationszeit Einzelphotonenspektren aufnehmen.

nie eines Helium-Neon Lasers. Die Effizienz® betrigt 18% bei einer Wellenlinge von
A = 805nm gemessen mit einem abgeschwichten Justierlaser (siehe Anhang A.3).
Schlieft man an den multi-mode Faser Ausgang des Spektrometers eine Avalanche-
Photo-Diode, 148t sich mit einer geniigend groflen Integrationszeit das Spektrum der
Fluoreszenzphotonen aufnehmen. Durch wiederholtes Messen der Wellenldngen in bei-
den Armen in Abhéngigkeit von der Kopplerposition, war es moglich die Quelle auf den
entarteten Fall einzujustieren. Dabei zeigte sich eine starke Abhéngigkeit der gemes-
senen Wellenlénge von der vertikalen Kopplerposition. Das erzielte Endergebnis zeigt
Abbildung 2.8. Beide Photonen eines Paares besitzen annidhernd die gleiche spektrale
Verteilung um die entartete Wellenlédnge von 805, 2 nm und sind lediglich um 0, 22 nm
voneinander separiert. Ein Gauf}fit an die gemessenen Daten ergibt in Arm 1 eine Wel-
lenldnge von 805,47 + 0,05 nm mit einer Breite von 6,03 + 0, 14nm (FWHM) und in
Arm 2 eine Wellenlénge von 805,25 + 0,21 nm mit einer Breite von 6,24 + 0,56 nm
(FWHM). Die Integrationszeit fiir diese Messung betrug 60 Sekunden fiir jeden Da-
tenpunkt. Hierfiir stellt sich ein Offset bedingt durch die Detektordunkelzéhlrate von
44000 Ereignissen ein.

Sowohl fiir den praktischen Einsatz der Quelle in Experimenten oder Kryptographie-
anwendungen, als auch fiir den Vergleich mit herkommlichen Tonenlasersystemen, sind
die erreichbaren Zahlraten ein entscheidendes Kriterium. Diese hédngen in erster Linie
von der optischen Ausgangsleistung des Pumplasers und der Qualitidt der Kopplung

9 Anzahl der Zahlereignisse im Spitzenwert des Spektrums dividiert durch Anzahl der Zihlereignisse
vor dem Eintritt in das Spektrometer.
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Abbildung 2.8: Spektrale Verteilung der Fluoreszenzphotonen. Beide Photonen eines Paa-
res haben anndhernd die gleiche Wellenldnge um 805,2 nm und sind lediglich um 0,22
nm separiert. Ein Gauffit an die gemessenen Daten zeigt FWHM von 6,03 + 0,14nm in
Arm 1 (—o—)und 6,24 £+ 0,56nm in Arm 2 (— e —). Der Offset von 44000 Zahlereignissen
ist durch die Detektordunkelzéhlraten bedingt.

ab. Abbildung 2.9 zeigt daher den linearen Zusammenhang zwischen Pumpleistung
und Einzelzédhlereignissen sowie Koinzidenzen im entarteten Fall. Die Steigung betrégt
220 Koinzidenzen pro Sekunde und mW. Ein Maf§ fiir die Giite der Kopplung ist das
Verhéltnis von Einzelzéhlereignissen zu Koinzidenzen. Es betrédgt 0,19 und ist stabil
iiber den gesamten Bereich der Pumpleistung. Zufillige Koinzidenzen sind fiir das ver-
wendete Koinzidenzzeitfenster von 10 ns vernachlissigbar (sieche Anhang A.2.10). Bei
der Aufnahme dieser Daten wurden die Multi-Mode Fasern der Detektoren direkt mit
den Single-Mode-Fasern der Koppler verbunden.

2.3.2 Zustandsmessung und Verschrinkung
2.3.2.1 Korrelationsfunktion

Als erster Test, ob die gemessenen Koinzidenzen in der Tat von verschrankten Paa-
ren stammen, dient die Messung der Korrelationsfunktion in verschiedenen Basen.
Hierbei wird der Aufbau aus Abbildung 2.6(a) verwendet, um die Koinzidenzraten
in Abhéngigkeit der analysierten Polarisation zu untersuchen.

Ziel ist die Erzeugung des Bell-Zustands [¢~) = \% (|H)|V)—=|V) H)). Wie sich
leicht zeigen 1aft, ist dieser Zustand invariant unter unitdren Transformationen, wie
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Abbildung 2.9: Einzelzéhlraten (— ¢ —) und Koinzidenzen (— o —) in Abhéngigkeit von der
optischen Ausgangsleistung des Pumplasers.

beispielsweise einem Basiswechsel. Es glit:

7)== (H)V) = [V)|H)

S-S

= (=) =)+ (21)

Emittiert die Quelle den Zustand |¢~ ), sollte folglich sowohl in der H/V- als auch
in der +45°-Basis die Koinzidenzzéhlrate fiir eine Analyse derselben Polarisation in
beiden Armen auf null abfallen bzw. im Falle orthogonaler Polarisation ein Maximum
erreichen. Fixiert man die Analysatorstellung in Arm 2 («w) bei gleichzeitiger Variation
in Arm 1 (ay) schwankt die Koinzidenzzahlrate zwischen diesen Extremen geméif einer
sin? Kurve. Abbildung 2.10 zeigt die Koinzidenzzihlrate aufgenommen in der H/V-
Basis (a2 = 0°) und +45°-Basis (s = 22,5°). Deutlich zu sehen ist, dafl in beiden
Basen dasselbe Verhalten vorliegt, was fiir einen Produktzustand nicht moéglich wére.
Die Visibility oder Sichtbarkeit, ein Mafl fiir den Kontrast der Kurven, ist wie folgt

definiert

o Zahlratenmaximum — Zahlratenminimum
Visibility =

Zahlratenmaximum 4+ Zahlratenminimum
und betrédgt 98,3 + 0,1% (H/V) bzw. 94,3 + 0,2%.

2.3.2.2 Verletzung der CHSH-Ungleichung

Einen weiteren Test fiir Verschrinkung stellt die Messung des CHSH-Operators dar.
Dessen Erwartungswert ist fiir den Zustand |1~ ) bei einem Winkel von 7/4 maximal.



26 Kompakte Quelle polarisationsverschrinkter Photonenpaare

4000 - ]

3000 -

Koinzidenzenin 5 s

1000 ~

T j f ‘
0 45 90 135 180
Rotationswinkel ¢, [°]

Abbildung 2.10: Polarisationskorrelationen der Photonen eines Paares gemessen in der
H/V- (—o—) und +45° (— e —) Basis. Aus einem sin?-Fit ergibt sich die Visibility zu
98,3 + 0,1% bzw. 94,3 + 0,2%.

Vergleicht man die Basisdarstellung der Operatoren A(6), B(6), d, b(#) (siche Anhang
A.1.2.2) mit der von linearen Verzogerungsplatten (siche Anhang A.1.2.3), sieht man,
dass jeder der Operatoren durch eine %—Platte realisiert werden kann. Fiir die Messung
von Sy, = (CHSH) wird folglich ebenfalls der Aufbau 2.6(a) verwendet. Hierbei ist
jedoch zu beachten, dass nur ein Ausgang des polarisierenden Strahlteilers analysiert
wird, entsprechend nur einem Mefresultat, beispielsweise assoziiert mit dem Ergeb-
nis ,,+1“ fiir den jeweiligen Operator. Um den Erwartungswert vollstdndig bestimmen
zu konnen, miissen aber beide moglichen Resultate fiir jeden Operator, sprich ,,+1¢
und ,-1¢ aufgenommen werden. Dieses Problem kann durch die Verwendung ortho-
gonaler Winkel gelost werden. Einer Messung unter dem Winkel o im reflektierten,
entspricht eine Messung unter dem Winkel o im transmittierten Arm. Dieses Verfah-
ren ist vollstdndig dquivalent zu einer Analyse beider Ausgénge des PBS, erfordert aber
mehr Messungen. Fiir den Erwartungswert eines Operators O =0,20, implementiert
durch die 4-Platten lam2(;) in Arm 1 und lam2(as) (sieche Anhang A.1.2.3) in Arm
2 ergibt sich der Erwartungswert zu:

Clon, a2) + Clog, 03) — Cla, ay) — Clog, an)

OA p—
(0) Clay,az) + Clat,ay) + Clag, ay) + Clag, as)’

(2.12)

wobei C'(a1, ) die Koinzidenzzéhlrate bei der Winkelstellung vy in Arm 1 und ay in
Arm 2 ist. Unter Beriicksichtigung aller vorherigen Betrachtungen ergibt sich fiir die
Quelle der Erwartungswert des CHSH-Operators zu

Sym = (CHSH) = —2,732 4 0,017 (2.13)
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bei einer Integrationszeit von 80 Sekunden fiir jede Winkeleinstellung. Das entspricht
einer Verletzung des klassischen Limits | Spyy | < 2 um 44 Standardabweichungen.

2.3.2.3 Zustandstomographie

In einem realen Experiment wird man nicht erwarten koénnen, daf3 die Quelle einen
reinen |9~ )-Zustand emittiert. Vielmehr wird ein gemischter Zustand p.,, produziert,
dessen Tomographie mittels des in [34] beschriebenen Verfahrens durchgefithrt wird.
Dabei werden 16 Polarisationsmessungen durchgefiihrt und die so gewonnenen Daten
rechnerisch ausgewertet. Da hierfiir auch Polarisationen auBerhalb der Aquatorialebene
der Poincare-Sphére analysiert werden miissen, wird in den Aufbau 2.6(a) zusétzlich
in jeden Arm je eine %—Platte hinzugefiigt. Auf eine Darstellung der einzelnen Arbeits-
schritte wird hier verzichtet. Deren ausfiihrliche Beschreibung findet sich bereits in [34].
Es werden lediglich die Ergebnisse prasentiert, da sie im néachsten Abschnitt fiir theore-
tische Vorhersagen von Nutzen sind. (Der Vollstandigkeit halber sei allerdings erwéhnt,
dass der lineare Rekonstruktionsansatz bereits eine physikalische Matrix ergibt, was ei-
ne Likelihood-Optimierung unnétig macht). Es gilt pesp = Re[pesp] + ilm[pesy] und
Real- und Imaginérteil ergeben sich aus den gemessenen Daten zu:

0,0064 0,0359 —0,0302 0,0181

0,0359  0,5002 —0,4906 0,0493
Relpea] = ~0,0302 —0,4906 0,4842 —0,0420 (2.14a)
0,0181  0,0493 —0,0420 0,0092
0 —0,0368 0,0338  0,0058
0, 0368 0 —0,0703 —0,0177
mlpean] = | 0 0338 0,0703 0 0, 0467 (2.14b)

—0,0058 0,0177 —0,0467 0

Eine graphische Darstellung zeigt Abbildung 2.11. Ein Maf3 dafiir wie nahe der expe-
rimentell erzeugte dem theoretisch erwarteten Zustand pine, =1~ )( ¥~ | liegt, bildet
der Uberlapp oder die sogenannte Fidelity F. Sie ist wie folgt definiert

f‘ =Tr [( V Ptheo pexp vV pthao)i (215)

und betrégt fiir obige Daten F = 0,9914. Dies ist unmittelbar plausibel, schreibt man
Pheo €benfalls in der Basisdarstellung

0 0 0 0
0 0,5 —0,5 0

e =10 0.5 0.5 0 (2.16)
0 0 0 0

und vergleicht mit Ausdruck 2.14.
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~

(a) Realteil. (b) Imaginérteil.

Abbildung 2.11: Dichtematrix des experimentell erzeugten Zustands pegp

Der von der Quelle erzeugte Zustand ist folglich fast ein reiner |4~ )-Zustand. Diese
Behauptung wird durch den Wert der Purity P = Tr[p2, ] = 0,9995 bestiitigt. Die
Purity hat fiir reine Zustinde den Wert 1 und fiir vollstindig gemischte Zusténde den
Wert 1/N, wobei N die Dimension des Zustandes ist; hier N = 4 [35]. Die Kenntnis
der Dichtematrix erlaubt dariiber hinaus eine weitere Uberpriifung der Verschriankung
mittels des PPT-Kriteriums (,,Positive Partial Transpose“) [36, 37]. Es sei daher an
dieser Stelle ein kurzer Theorie-Einschub gestattet.

Definition 2 (Separierbarkeit und Verschrinkung) FEs sei p eine Dichtematriz.
p heifit separabel <= p = > .pipa; @ pp; mit > ,p; = 1. Andernfalls heifst p
verschrankt.

Definition und Satz 3 (Peres-Horodecki) Es sei p eine Dichtematriz und
(0™ )mprw = () npmw €t die partiell Transponierte von p.

p separabel = p™ =" p; pgﬂ- ® ppi mit >, pi =1 und p' > 0.

FEs seien Hy und Hp zwei Hilbertrdume und Hap = Ha @ Hg mit dim(Hap) =2 x 2V
2 % 3.
p € Hup A pts > 0= p ist separabel.

Da pesp die Dimension dim(2 x 2) besitzt, bietet obiges Theorem ein notwendiges und
hinreichendes Kriterium fiir Verschréankung. Ist die partielle Transponierte von peg,
nicht positiv semi-definit, d.h. besitzt sie mindestens einen negativen Eigenwert, dann

ist peyp nicht separierbar und daher verschrénkt. Die Eigenwerte \; von peT;‘p sind

A = {0,5199;0,5118; —0, 4990; 0, 4673} (2.17)
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Daraus lafit sich ferner der Grad der Verschriankung ermitteln, findet man ein Maf
dafiir wie stark pe,, das PPT-Kriterium verletzt. Eine solche Grofe ist die Negativitét
N [38]. Sie ist der doppelte Absolutbetrag der Summe {iber alle negativen Eigenwerte
[35]:

N(p™) = 2max(0, —Aney) (2.18)
)‘neg = Z )‘ja
JlA;<0

und ist maximal 1 bzw. minimal 0 fiir separierbare Zustéande.
Fiir peyp ist N(peTfp) =0,9979.

2.3.3 quantale Korrelationen: Wigner-Ungleichung und Schran-
ken fiir CHSH

Im vorangegangenen Abschnitt wurde gezeigt, dass es moglich ist mit der présentierten
Quelle einen polarisationsverschrinkten Zwei-Photonen-Zustand zu erzeugen. Im fol-
genden wird dieser Zustand dazu verwendet die Wignerparameter W und W mit und
ohne die Anwesenheit eines Abhorers im Experiment zu vergleichen. Ferner wird mit
Hilfe der Quelle systematisch die Schranke des CHSH-Operators rekonstruiert.

2.3.3.1 Wignerparameter

Um die Wignerparameter zu messen wird in analoger Weise zur Bestimmung von Sy,
vorgegangen und wiederum Aufbau 2.6(a) verwendet. Es gilt folgende Wahrscheinlich-
keiten zu bestimmen:
p(+,+] —30°,0°)
p(+,+[0°,30°)
p(_7 _|Ooa 00)
p(+,+| —30°,30°)
Die Zeichen ,,+“ bzw. ,—* stehen dabei fiir eine Detektion im transmittierten bzw.

reflektierten Ausgang des PBS bei den jeweiligen Analysatorstellungen. So ergibt sich
fiir den ersten Term

p(+7+| - 300700) =

C.1(=30°,0°)
Cy1(—30°,0°) 4 C4_(—30°,0°) + C_(=30°,0°) + C__(—30°,0°)

(2.19)
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wobei beispielsweise Cy _(—30°,0°) die Koinzidenzrate zwischen transmittiertem Aus-
gang des PBS in Arm 1 bei einer Analysatorstellung von —30° und reflektiertem Aus-
gang des PBS in Arm 2 bei einer Analysatorstellung von 0° ist. Fiir die Verwendung
von %—Platten und nur einem Ausgang des PBS unter zu Hilfenahme der orthogonalen
Winkelstellungen (siehe Abschnitt 2.3.2) bedeutet dies konkret:

p(+,+| —30°,0°) =

Chy(=15°,0°)
Cip(=15°,0°) + Chp(—15°,45°) + €4 (30°,0°) + C14(30°,45°)

(2.20)

In analoger Weise lassen sich alle vier Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von Koinzidenz-
messungen bestimmen und man erhélt die Wignerparameter

W = —0,115 + 0,010 (2.21a)

W =—0,111 + 0,011. (2.21D)

Es sei nocheinmal daran erinnert, dafl quantenmechanisch fiir eine maximale Verlet-
zung W =W = —0,125 = W* gilt, wihrend fiir lokal-realistische Theorien W > 0

und W > 0 ist. Damit entspricht Ergebnis 2.21a und 2.21b einer Verletzung der Wig-
nerungleichung um 11 bzw. 10,6 Standardabweichungen. Die Integrationszeit fiir die
Messung betrug 5 Sekunden fiir jede Koinzidenzzéhlrate.

Nun soll gezeigt werden, dass ein moglicher Abhorer Eve, sofern er in der Lage ist an
beiden Photonen des verschrankten Paares Messungen durchzufiihren, einen Wignerpa-
rameter W herbeifiihren kann, der sogar unterhalb der quantenmechanischen Schran-
ke W liegt, wihrend der Wert von W positiv bleibt. Dafiir wird eine sogenannte
»intercept /resend“-Attacke simuliert, bei der Eve beide vom Sender stammenden Pho-
tonen in einer Polarisationsbasis mifit, und den gemessenen Zustand zum legitimen
Empfinger weitersendet. Experimentell wird das durch jeweils einen Polarisator in je-
dem Arm des Analysators realisiert. Um in der Tat einen Wert von W zu erhalten, der
unterhalb von W® liegt, bedarf es z.B. einer Polarisatorstellung von 0,47 =72° in

Arm 1 bzw. 0,6m =108° in Arm 2 [22]. Tabelle 2.1 zeigt die Resultate fiir W und W
bei verschiedenen Integrationszeiten.

Dies bestétigt innerhalb der Fehler die theoretische Erwartung von W = —0,1995 <
—0,125 und W = 0,6186. Wie bereits in Kapitel 1.3.2 erwéhnt, findet sich eine
ausfiihrliche experimentelle Betrachtung von W und W fiir verschiedene Polarisator-
stellungen in [23].
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Integrationszeit [sec] 5 10 15 45
-0,183 -0,198 -0,219 —0,201
w +£0,033 =£0,025 =£0,020 =£0,012

(5,60) (80) (110) (170)
0.578 0,575 0,592 0,603
W 40,043 +0,031 40,025 40,014
(13,60) (18,30) (24,10) (41,70)

Tabelle 2.1: MeBergebnisse fiir W und W fiir verschiedene Integrationszeiten bei Anwesenheit
eines Abhorers.

2.3.3.2 Schranken des CHSH-Operator

In Abschnit 2.3.2 wurde fiir einen bekannten Zustand der Satz von Observablen, d.h.
eine bestimmte Winkeleinstellung des Polarisationsanalysators gewéhlt, der fiir diesen
speziellen Zustand eine maximale Verletzung der CHSH-Ungleichung versprach. Im
folgenden Kapitel wird kontrér vorgegangen. Fiir einen bestimmten Satz von Obser-
vablen wird der maximal verschriankte Zustand prépariert, der die CHSH-Ungleichung
maximal verletzt. Dabei zeigt sich, dafl fiir bestimmte Analysewinkel das quanten-
mechanische Maximum von | Sy, | = 2v/2 nicht erreicht wird und dariiberhinaus an
speziellen Punkten sogar das Limit fiir lokal-realistische Theorien, | Spyy | < 2, nicht
iiberschritten werden kann. Das bedeutet, ist die Quantenmechanik korrekt, treten be-
stimmte Gruppen von Erwartungswerten dieser Observablen experimentell nicht auf.

Eine geeignete Menge maximal verschrankter Zusténde fiir dieses Experiment ist die
folgende Superposition der beiden Bellzustande | ¢ ) und |4~ ):

[0(§) ) = cos(§)[¢T ) +sin(§)[v). (2.22)

Ausgehend von dem Zustand |¢~ ) 148t sich diese Superposition durch eine Unitére
Transformation angewandt auf ein Photon eines Paares erzielen:

[0(€)) =U() @ 1]p) (2.23)

[ sin(§) —cos(§)
u(e) = ( cos(¢)  sin(§) > ' (2.24)

Ein Vergleich mit Anhang A.1.2.3 zeigt, dafl sich U(§) experimentell durch zwei %—

Platten in einem der beiden Arme der Quelle bei den Winkelstellungen £/2° — 45°
und 0° implementieren la8t. Um die Schranke des CHSH-Operators systematisch zu
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rekonstruieren bedarf es einer Parametrisierung der Variable £ durch den Parameter 6,
der die Observablen bestimmt (siche [11]).

£(0) = % {0 — g(#) arccos ( 1+ Sin2(29)) } : (2.25)

Bei der Messung wird der Winkel # von 0° bis 180° in 5°-Schritten verdndert. Fiir
gegebenes 0 wird eine der %—Platten, die die unitdare Transformation reprasentieren auf
die Position £(0)/2 — 45 ° verfahren und darauthin mit dem Polarisationsanalysator der
Erwartungswert von CHSH bei 6 bestimmt. Abbildung 2.12 zeigt im Wesentlichen vier
Kurven, zum einen die theoretische Erwartung (---) sowie die gemessenen Daten (e, o)
fir (CHSH) in Abhéngigkeit des Parameters 6 fiir die Zusténde |4~ ) und |¢* ) ohne
die Anwendung der unitdren Transformation U(£(6)). Zum anderen ist der theoretisch
vorhergesagte Verlauf der Schranke des CHSH-Operators zu sehen. Er folgt der Funk-
tion aus Gleichung 1.12 bzw. entspricht U(£(6))|v~ ). Zwar emittiert die verwendete
Quelle keinen reinen |~ )-Zustand, aber die Tomographie aus Kapitel 2.3.2.3 erlaubt
dennoch die Berechnung der zu erwartenden Kurve fiir U(£(0))pepUT(£(0)) (). Die
gemessenen Daten (o) folgen exakt dieser Funktion.

T T T T T T T T
20 40 60 80 . %2100 120 140 160 180

<CHSH>
o

Abbildung 2.12: Der theoretische Erwartungswert des CHSH-Operators in Abhiingigkeit
des Parameters 6 fiir [¢7), |¢*), U(£(0))]%~ ) in (—) und fiir U(£(0))perpUT(E(0)) in ().
Gemessene Werte von (CHSH) fiir [¢~) (o), |¢1) (o) und U(£(0))peapUT(£(0)) (o).

Dies ist die experimentelle Bestétigung dafiir, daB fiir bestimmte Observable kein quan-
tenmechanischer Zustand existiert, der die CHSH-Ungleichung maximal verletzt. Fiir
die Werte # = 0°, 6 = 90° und ¢ = 180° kann dariiberhinaus die klassische Gren-
ze von | Spgy < 2| nicht iiberwunden werden. Sollten tatséchlich Experimente zei-
gen, dafl physikalische Zustédnde existieren, die zu Erwartungswerten jenseits der durch
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Gleichung 1.12 vorgegebenen Schranke fiithren, wére dies ein Hinweis fiir ”Superquan-
tenkorrelationen® und die Quantenmechanik kénnte nicht lidnger als vollstédndige Theo-
rie betrachtet werden. In der zeitgleich entstandenen Arbeit [39] wurde nach solchen
Zusténden gesucht. Dabei wurde keine Parametrisierung wie in Gleichung 2.25 durch-
gefiihrt, sondern fiir gegebenen Parameter 6 durch eine Anderung von ¢ im Bereich
von 0° bis 360 ° der Zustand variiert. Das Ergebnis war bis auf experimentell bedingte
Imperfektionen eine Bestitigung von Gleichung 1.12.
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Kapitel 3

Quantenkommunikationskomplexitét

Im vorangegangenen Kapitel wurde die Entwicklung einer kompakten Quelle zur Er-
zeugung verschriankter Photonenpaare beschrieben. Die Quelle wurde dazu verwendet
quantenmechanische Korrelationen im Experiment zu untersuchen. Im folgenden dient
ein leicht modifizierter Aufbau als Quasi-Einzelphotonenquelle fiir die Realisierung des
in [40] vorgeschlagenen Mehrparteien Quantenkommunikationskomplexitétsprotokolls.
Das Kapitel gliedert sich dabei wie folgt: Zuerst wird der Begriff Quantenkommunika-
tionskomplexitéit erklart. Das Protokoll und die experimentellen Voraussetzungen fiir
dessen Umsetzung werden beschrieben. Gegen Ende des Kapitel werden die erzielten
Resultate vorgestellt.

3.1 Theoretische Grundlagen

3.1.1 Kommunikationskomplexitit - das Problem

In den Kapiteln 1 und 2 wurden Bell-Ungleichungen eingefiihrt und im Experiment
verletzt. Vermoge Bells Theorem bedeutet deren Verletzung, dass entweder tatsichlich
keine , elements of physical reality existieren oder die quantenmechanische Physik
nur nicht-lokal verstanden werden kann. Vom Standpunkt der klassischen Physik aus
betrachtet, wiirde letzteres eine ,,instantane Kommunikation“ zwischen den Teilchen
bedeuten, die Information iiber die Messung des jeweils anderen Teilchens {ibermittelt.
Derartige ,,spukhafte Fernwirkungen', wie Einstein sie nannte, kénnen, so sie denn in
der Tat existieren, jedoch auch in der Quantenmechanik nicht dazu verwendet werden
iiberlichtschnell zu kommunizieren. Selbst wenn zwei raumartig getrennte Personen,
Alice und Bob, jeweils einen Teil eines verschrinkten Teilchenpaares besitzen, gibt es
fiir Alice keine Moglichkeit ihr Teilchen in irgendeiner Weise zu manipulieren um den
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Wert eines beliebigen Bits x zu Bob zu iibertragen, wenn dieser Messungen an seinem
Teilchen durchfiihrt. Alle Resultate, die Bob bei beliebigen Messungen erhalten kénnte,
sind durch seine reduzierte Dichtematrix festgelegt und diese kann Alice mittels keiner
unitdren Transformation verdndern.

Verschrankung kann folglich nicht fiir die direkte Kommunikation verwendet werden,
jedoch gibt es einige Kommunikationsszenarien, in denen der Gebrauch von (ver-
schrankten) Qubits einen Vorteil gegeniiber der Verwendung von klassischen Bits mit
sich bringt, indem er die Menge an bendtigter Kommunikation reduziert. Ein einfaches
Beispiel ist das sogenannte ,Dense coding”, [41] bei dem ein zuvor aufgeteiltes ver-
schriinktes Paar einem der Partner erlaubt durch die Ubermittlung eines Qubits zwei
Bit an klassischer Information an den anderen Partner zu senden. Ein Anderes ist die
hier vorgestellte Quantenkommunikationskomplexitét. Der Begriff wurde erstmals von
Yao [42] eingefiihrt und befasst sich mit folgender Problematik:
Jede von zwei voneinander getrennten Parteien, Alice und Bob, erhilt einen n-Bit
String « bzw. y. Thre Aufgabe ist die gemeinsame Berechnung einer Funktion f(x,y).
Die Parteien unterliegen dabei keiner Beschrankung beziiglich der Anzahl der von Ihnen
durchgefiihrten Berechnungen oder der Menge an Speicher, den sie dafiir benotigen, je-
doch sollte Thre Kommunikation untereinander minimal sein. Daher ergibt sich der Na-
me Kommunikationskomplexitét. Diese Thematik findet bei verteilten Berechnungen
in hoch integrierten Prozessoren oder Schaltungen eine praktische Anwendung um die
Menge an elektrischen Signalen zwischen den Komponenten und damit die verbrauchte
Energie zu minimieren. Das von Yao eingefiihrte Problem 148t sich auf natiirliche Weise
von zwei auf k Parteien erweitern [43]. Dabei wird f eine k-variable boolsche Funktion
von n-Bit Strings:

f: X¥—~{0,1}, mit X = {0,1}" (3.1)

Jede der k Parteien Pi,..., P ist dabei anfénglich nur im Besitz der Eingabedaten
x;, @ =1,..., k. Ziel bleibt die Bestimmung von f(X *) bei minimaler Kommunikation.
Eine andere Betrachtungsweise dieses Problems besteht darin, bei vorgegebener Menge
an Kommunikation den Wert von f(X*) mit moglichst grofier Wahrscheinlichkeit kor-
rekt zu ermitteln. Denkt man iiber eine quantenmechanische Losung dieser Aufgabe
nach, ergeben sich verschiedene Ansétze. In einem davon teilen sich die Parteien einen
verschrankten Mehrteilchenquantenzustand und niitzen die Verschrinkung als Resour-
ce fiir die Kommunikation klassischer Bits. Dabei ergibt sich eine starke Aquivalenz ei-
nes derartigen Protokolls zur Verletzung von Bellschen Ungleichungen. Buhrman, Cleve
und van Dam fanden ein Zweiparteien Kommunikationskomplexitéitsprotokoll [44], das
mit einer grofferen Erfolgswahrscheinlichkeit als in jedem klassischen Szenario gelost
werden kann, wenn die beteiligten Parteien Verschrankung ausnutzen. Das Protokoll
basiert auf der Verletzung der CHSH-Ungleichung durch einen verschrinkten Zwei-
Teilchen-Zustand. Vor einem Jahr wurde gezeigt [45], dass allgemein fiir jede Mehr-
Teilchen Bell-Ungleichung wenigstens ein Kommunikationskomplexitédtsproblem formu-
liert werden kann, fiir das gilt: Wenn die verschréankten Teilchen die Bell-Ungleichung
verletzen, und nur dann, ist die Erfolgswahrscheinlichkeit des Quantenprotokolls hoher
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als in jedem klassischen Protokoll. Die Verletzung der Bell-Ungleichung bildet folglich
ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Uberlegenheit des Quantenproto-
kolls. Verschrankung ist jedoch nicht die einzige Resource, die der Quanteninformati-
onsverarbeitung zum Nutzen gereicht. Ein anderer Zugang zur Losung obigen Problems
verwendet keine Verschriankung, dafiir aber die Kommunikation von Qubits anstelle
klassischer Bits. Das in dieser Arbeit realisierte Protokoll ist von letzterem Typ. Das
hat im Wesentlichen zwei Griinde. Zum einen wurde ein verschrinkungsbasiertes Kom-
munikationskomplexitétsprotokoll mit zwei Parteien bereits experimentell demonstriert
[46]. Dabei handelte es sich um die Umsetzung des in [44] fiir zwei Parteien eingefiihrten
Protokolls. Zum anderen ist eine Mehr-Photonen Verschrankung im Experiment sehr
schwer zu erzeugen, mit mehr als vier Teilchen momentan sogar technisch nicht moglich.
Das im néchsten Abschnitt beschriebene Protokoll erlaubt dagegen die Beteiligung von
fiinf Parteien durch die sequenzielle Kommunikation eines Qubits.

3.1.2 Ein spezielles Protokoll

In dem nachfolgend vorgestellten Protokoll berechnen N Parteien eine Modulo-4 Sum-
me. Der Vorschlag fiir die experimentelle Realisierung stammt von Galvao [40] und ist
die Modifikation des in [44] fiir drei Parteien vorgeschlagenen und spéter auf N > 3
Parteien erweiterten [43] Protokolls.

Jede der beteiligten Parteien P; erhélt einen zwei-Bit String z; € {0, 1,2, 3}. Die z; sind
unter den Kombinationen gleichverteilt, die der Bedingung geniigen, dass ihre Summe
gerade ist:

(i wz> mod 2 = 0. (3.2)

Eine der Parteien, beispielsweise die letzte Py soll den Wert der boolschen Funktion

f(Z) = % [(Z x) mod 4] (3.3)

bekanntgeben. Gleichung 3.2 stellt sicher, dass f(#) in der Tat nur zwei verschiede-
ne Werte annehmen kann. Die Kommunikation unterliegt dabei sowohl im klassischen
als auch im quantenmechanischen Fall der Einschriankung, dass sie sequentiell erfol-
gen muss und die {ibermittelte Datenmenge nur jeweils ein Bit bzw. Qubit betragen
darf. Das bedeutet jede Partei P; sendet immer nur ein (Qu)bit zur jeweils néachsten
Partei P, ;. Die Wahrscheinlichkeit, dass die letzte Partei Py das Ergebnis von f(¥)
unter dieser Pramisse korrekt angibt, gilt es fiir klassische und quantenmechanische
Protokolle zu vergleichen.
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3.1.3 Kilassisch vs. quantenmechanisch
3.1.3.1 Klassische Protokolle

Fiir N Parteien werden (N — 1) (klassische) Bits sequenziell versendet. Dabei ist es
wichtig, dass es zu keiner Unterbrechung in der Kommunikation kommt. Wiirde die
Partei P, keine Information an P;,; iibermitteln, gédbe es fiir die letzte Partei Py
keine Moglichkeit f(Z) mit einer Wahrscheinlichkeit pg; > 1/2 zu bestimmen. Das ist
offensichtlich da Py keine Kenntnis iiber die Bit Strings zq, xs,...,z; erhélt und es
unter allen zugelassenen Kombinationen (xy,zs, ..., x;) gleich viele i-Tupel gibt, die
zum Ergebnis f(7) = 0 und zu f(Z) = 1 fithren. Daher ist es notig, dass jede Partei
ein Bit an die néchste weiterleitet. Hierfiir gibt es eine Vielzahl von Moglichkeiten, die
zu unterschiedlichen Erfolgswahrscheinlichkeiten fiihren.

Die erste Partei P, hat nur Zugang zu ihren zwei Bits z; und kann daher zwischen
24 Protokollen auswihlen, da sie jeweils nur ein Bit an Information weitersenden darf.
Ein Protokoll kann folglich als vier-Bit String p; représentiert werden, dessen n-tes
(n=0,1,2,3) Bit die Nachricht info, reprisentiert, die an P, weitergesendet wird. Ein
mogliches Beispiel wire p; = 0011. Das bedeutet P; sendet 0 fiir z; = 0=00 sowie
1 = 1=01 und fiir z; = 2=10 und z; = 3=11 sendet sie 1. Alle anderen Parteien
P, (i =2,...,N — 1) haben 2% . 2% = 2® Protokolle zur Auswahl, da sie ihre eigenen
Bits x; und die Nachricht info,_; der jeweiligen Vorgéngerpartei in Erwidgung ziehen
miissen. Die 28 Moglichkeiten kénnen durch einen acht-Bit String p; reprisentiert wer-
den dessen n-tes (n =0,1,...,7) Bit fiir 2x; + info, ; = n die Nachricht info, kodiert.
Die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir ein gegebenes Protokoll kann dann leicht berechnet
werden. Fiir ) = 0 betrachte man alle moglichen Eingabedaten {x1,zs,...,zx} und
bestimme jeweils infoy_;. Daraus ergibt sich p; als die Anzahl der Fille, in denen
die wahrscheinlichste Antwort von Py mit f(Z) tibereinstimmt, dividiert durch die
Gesamtzahl der Moglichkeiten. Analog wird fiir zy = 1, xxy = 2, xny = 3 verfahren
und man erhélt pj,;, p3,, pi;. Die endgiiltige Erfolgswahrscheinlichkeit py; folgt durch
Mittelung iiber p?, bis p?,. Lésst man einen Computer iiber alle 24(28)V~2 = 28N—12
moglichen Protokolle scannen findet man das optimale klassische Protokoll fiir das py,
maximal ist.

N[ 34576
v || 3/4 ] 3/4 | 5/8 | 5/8

Tabelle 3.1: Erfolgswahrscheinlichkeiten py; fiir klassische Protokolle mit verschiedener An-
zahl beteiligter Parteien N

Tabelle 3.1 zeigt die Erfolgswahrscheinlichkeiten fiir eine verschiedene Anzahl von be-
teiligten Parteien. Fiir grofler werdendes N stofit man bei der Losung schnell an die
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Leistungsgrenze verfiigharer Computer. Das in [40] vorgeschlagene quantenmechani-
sche Protokoll ist wesentlich einfacher und hat Erfolgswahrscheinlichkeit p,,, = 1 un-
abhéngig von N.

3.1.3.2 Quantenmechanisches Pendant

Zur quantenmechanischen Losung des Modulo-4 Summenproblems wird ein Qubit se-
quentiell von einer Partei zur néchsten gesendet. Ausgehend vom Zustand

1
=—(/0)+]1)). 3.4
1¢) 7 (10) +11)) (3.4)
kodiert jede Partei P; die Information, die sie zur néchsten Partei P;y; sendet durch
die Anwendung des Phasenoperators

T |O>—>|O>
Qb(SL’]) - {| 1> - ei(ﬂ/Z)xj| 1>7 fiir Tj = {0, 1,2,3}. (35)

Auf Grund der Bedingung 3.2 resultiert dies nach N Phasenoperationen im Zustand

€)= % (10) + (~1)/@]1)) (3.6)

und die letzte Partei Py kann durch eine Messung in der Basis {\/L§ (10)+1]1)),

\/Li (10) —|1))} den Wert von f(Z) mit Sicherheit, d.h. Wahrscheinlichkeit p,,, = 1
voraussagen. Dieses Resultat erscheint sehr erstaunlich und auf den ersten Blick Hole-
vos Theorem [47] zu verletzen, das besagt, dass mit einem Qubit lediglich ein Bit an
klassischer Information iibertragen werden kann. Der scheinbare Widerspruch wird in
[48] sogar noch deutlicher, da gezeigt wird, dass in vergleichbaren Problemstellungen
ein Qubit nicht nur zwei Bits, sondern sogar eine beliebig grofle Menge von Bits an
klassischer Kommunikation ersetzen kann. Der vermeintliche Widerspruch ist jedoch
keiner. Es wird wiahrend des Protokolls zu keinem Zeitpunkt verlangt, dass die Informa-
tion des gesendeten Qubits tatsichlich ausgelesen werden kann. Sie ersetzt lediglich bei
der gemeinsamen Berechnung einer Funktion eine entsprechende Menge an klassischer
Kommunikation, nicht Information.

3.1.4 Vorschlag zur Realisierung mit Photonen

Das in 3.1.3.2 vorgestellte Protokoll 148t sich mit einzelnen Photonen realisieren. Den
Anfangszustand bildet dabei der Polarisationszustand

4y =5 (H)+]V)) (3.7
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und der Phasenoperator stellt sich somit in der Form

iy =)
o(z;) = {|V> — ™| VY fiir ;= {0,1,2,3}. (38)

dar. Die Phase ist eine kontinuierliche Variable und die Verwendung eines klassischen
elektromagnetischen Feldes fiir den Informationsaustausch (z.B. Lichtpulse wie sie in
der optischen Telekommunikation verwendet werden) wiirde in diesem Protokoll eben-
falls zum gewiinschten Ergebnis fithren. Die Verwendung von einzelnen Photonen ist
allerdings am effektivsten und stellt die Kommunikation mit dem kleinstmd&glichen
physikalischen System dar. Was dem Quantenprotokoll hier zu seiner Uberlegenheit
verhilft, ist die Tatsache, dass ein Photon zwar im Gegensatz zu einem klassischen Feld
nur diskrete unterscheidbare Zustédnde besitzt, aber trotzdem als einzelnes Quant des
Feldes dessen kontinuierliche klassische Beschreibung in Form einer kontinuierlichen
Menge reiner, aber nicht unterscheidbarer Zustéinde bewahrt.

Die Einzelphotonen stammen aus der in Kapitel 2 vorgestellten Quelle. Dabei wird
die zeitliche Korrelation zwischen den Photonen eines Paares ausgenutzt. Wann immer
man ein Photon in einer Mode registriert, mufl in der anderen Mode ebenfalls genau ein
Photon emittiert worden sein und man erhélt ein Koinzidenzereignis. Ein Teilchen dient
daher als Trigger, wihrend das andere fiir die Durchfithrung des Protokolls verwendet
wird. Die sequenzielle Kommunikation der Parteien besteht dabei darin, dass dieses
Signalphoton die optischen Elemente, welche die Parteien représentieren nacheinander
passiert. Am Ende erfolgt dessen Detektion zusammen mit der Analyse der Polarisati-
on. Dies geschieht jedoch nur mit einer bestimmten Effizienz 7, daher ergeben sich im
Experiment zusétzliche Bedingungen, will man die klassische Erfolgswahrscheinlichkeit
iibertreffen. Im Fall der erfolgreichen Detektion kann eine richtige Aussage iiber den
Wert von f(Z) mit der Wahrscheinlichkeit p,,, getroffen werden. Strebt man einen fairen
Vergleich mit einem klassischen Protokoll an, muss aber auch in den Féllen eine Angabe
zu f(Z) gemacht werden, in denen die Detektion des Signalphotons fehlschlidgt. Hier-
bei kann jedoch nur zufillig mit Erfolgswahrscheinlichkeit 1/2 geraten werden. Daraus
ergibt sich die Einschrinkung

nt (1= )y > pu (3.9)
fiir eine bessere als klassische Durchfithrung. Fiir N = 5 folgt daraus bereits n >
0,25. Die Detektionseffizienz ist nicht die einzige Schwierigkeit, die in einem Expe-
riment iiberwunden werden muss. Die optischen Komponenten, die fiir die Zustand-
spriaparation und die Phasenverdnderungen verwendet werden, haben eine Transmit-
tivitédt t kleiner eins. Hinzu kommt ein Beitrag p zu den Koinzidenzereignissen von
den Dunkelzdhlraten. Dariiberhinaus ist selbst bei erfolgreicher Detektion eines Si-
gnalphotons auf Grund von Imperfektionen im Setzen der Polarisation oder Phase die
Erfolgsrate s nicht perfekt gleich eins, wie man es theoretisch im quantenmechanischen
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Protokoll erwarten wiirde. Gleichung 3.9 erweitert sich somit zu

il =1 —pnts+[1—(1- ,u)nt]% > Dp- (3.10)
Bei der Implementierung im néchsten Kapitel wird sich zeigen, dass p vernachlissig-
baren Einfluss hat. Die Groflen n und ¢ konnen im Experiment in einem Parameter,
dem Koinzidenz- zu Einzelzéhlraten Verhéltnis ¢ zusammengefasst werden. Fiir s spielt
vor allem die Genauigkeit der Phase eine entscheidende Rolle. Die Transmittivitat ¢
und s werden sich im Anteil ¢ der richtigen Aussagen bei erfolgreicher Detektion des
Signalphotons niederschlagen.

3.2 Implementierung

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der experimentellen Umsetzung des in 3.1.2 be-
schriebenen Protokolls. Die beiden zentralen Probleme, die sich ergeben, sind zum einen
die Implementierung des Operators d; und damit verbunden die moglichst prézise An-
wendung des gewiinschten Phasenschubs sowie zum anderen die effiziente Detektion
des Signalphotons, was sich in einem hohen Verhéltnis von Koinzidenz- zu Einzelpho-
tonzdhlrate ausdriickt.

3.2.1 Realisierung des Phasenoperators im Experiment
3.2.1.1 Doppelbrechende Kristalle

Der Operator ngS stellt sich in der Matrixdarstellung wie folgt dar

o= (g o). (3.11)

wobei 6 der Phasenschub ist, den die vertikal polarisierte Komponente erfdahrt. Ein
Vergleich mit Anhang A.14 zeigt, dass ¢ bis auf eine nicht messbare globale Phase
einer linearen Verzogerungsplatte mit variabler Verzogerung 0 in der Winkelstellung
w = 90° entspricht; ¢ ist der Winkel den die optische Achse mit der horizontalen
Polarisationsrichtung einschlief3t.

. e—i5/2 0 » 1 0 R
(6,907 = (7 5n )= (g )= 12

Der Betrag der Verzogerung ist bei einer Wellenplatte durch dessen Dicke fest vorgege-
ben. Bei einer %—Platte betrédgt o beispielsweise 180 °. Dennoch dient eine Wellenplatte
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ordentlicher

\_\.\‘\ ke

au Berd\rdentlicher
d Strahl

(a) Doppelbrechender Kristall mit (b) Brechung und Aufspaltung des einfallenden
optischer Achse in einer Paral- Strahls in ordentlichen und auflerordentli-
lelebene zur Oberfliache. chen Strahl.

Abbildung 3.1: Realisierung des Phasenoperators ¢ mittels eines doppelbrechenden Kristalls.

als Vorlage fiir den Phasenoperator. Die Idee ist, einen doppelbrechenden Kristall der
Dicke d ebenso zu schneiden, dass seine optische Achse in einer Parallelebene zur Ober-
fldche liegt. Bei senkrechtem Einfall bildet der Wellenvektor k eines Photons dann einen
rechten Winkel mit der optischen Achse. Durch Rotation des Kristalls um diese Ach-
se kann dessen effektive optische Dicke und somit die Verzogerung § variiert werden
(sieche Abbildung 3.1(a)). Wie sich ¢ als Funktion des Drehwinkels 6 verdandert, soll im
folgenden hergeleitet werden.

In einem optischen Kristall konnen die Brechungsindizes, ny, ns, ns, fiir jede der drei
Raumrichtungen unterschiedlich sein. Die Beschreibung der Ausbreitung eines Lich-
strahls mit beliebiger Polarisation innerhalb des Kristalls in eine willkiirliche Richtung
ist im allgemeinen nicht trivial zu beschreiben, kann jedoch durch die Einfiihrung zweier
sog. Normalmoden vereinfacht werden. Der einfallende Strahl wird dabei als Superpo-
sition der beiden Normalmoden dargestellt. Deren Ausbreitung ist separat und einfach
zu behandeln. Bei einem einachsigen doppelbrechenden Kristall (ny = ny = n, und
ns = n.) sind diese Normalmoden zwei linear-polarisierte ebene Wellen, genannt or-
dentliche und auflerordentliche Mode. Der Polarisationsvektor der ordentlichen Mode
steht senkrecht auf der Ebene, die von der optischen Achse des Kristalls und dem
Wellenvektor k des einfallenden Lichtstrahls aufgespannt wird. Fiir sie stellt sich der
Kristall isotrop dar und sie erfihrt daher immer den Brechungsindex n,. Der Polari-
sationsvektor der auflerordentlichen Mode liegt innerhalb der von k und der optischen
Achse aufgespannten Ebene. Fiir sie ist der Kristall anisotrop und der Brechungsindex
n(¥) ist abhéngig vom Winkel ¢ den k mit der optischen Achse einschlieBt. Es gilt (vgl.
Gleichung 2.6 und Abschnitt 2.1.1)

1 cos*(V) sin2(19).

n?(d)  n2 ng

(3.13)

Dabei variiert n(¢) von n, fiir ¥ = 0° bis n, fiir J = 90°. Fiir ein bestimmtes Mate-
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rial hangen n, und n, von der Wellenldnge A\ ab. Auf die Verwendung verschiedener
Kristalltypen wird spéter noch eingegangen werden. Liegt die optische Achse in einer
Parallelebene zur Einfallsebene, ist fiir gegebene Wellenldnge und einer Winkelstellung
@ = 90° (sieche Abbildung 3.1(a)) die relative Verzogerung zwischen horizontaler und
vertikaler Polarisationskomponente bei senkrechtem Einfall lediglich durch die Differenz
zwischen ordentlichem und ausserordentlichem Brechungsindex sowie die Kristalldicke
d bestimmt.
2m

0= T\ne—no|d (3.14)
Vertikale bzw. horizontale Polarisation bilden die beiden Normalmoden, die sich je-
weils mit den Geschwindigkeiten c¢/n, bzw. ¢/n. unabhéngig von 6 ausbreiten. Denn
fiir ¢ = 90° ist ¥ konstant 90° und &ndert sich nicht mit #. Anders stellt sich die
Situation fiir ¢ = 0° dar. In diesem Fall ist ¥ = # und nachfolgende Herleitung wird
komplizierter, da n. durch n(d) zu ersetzen ist. Das Endresultat ist in beiden Fillen
qualitativ dhnlich mit dem einzigen Unterschied, dass sich die effektive Doppelbre-
chung fiir ¢ = 0° schwécher mit # dndert. Der Einfachheit halber wird hier daher stets
von ¢ = 90° ausgegangen. Bei einer Rotation des Kristalls um den Winkel 8 erleben
ordentlicher und ausserordentlicher Strahl unterschiedliche Brechung und es kommt
zur Aufspaltung des einfallenden Strahls. Aufgrund dieser Tatsache erfahren sie un-
terschiedliche effektive Kristalldicken d, bzw. d.. Wie man aus trivialen geometrischen
Uberlegungen unmittelbar sieht, gilt:

d
dO(QO) = COS(GO)
d
de(0e) = cos(@.)’ (3.15)

—

wobei 0, und 6, die Winkel sind, die der Wellenvektor des ordentlichen (k,) und auBer-

—

ordentlichen (k.) Strahls mit der optischen Achse einschlielen (siche Abbildung 3.1(b)).
Fiir Gleichung 3.14 folgt somit
27 2 Ne No

5(90a 9@) = T |nede(96) - nod0(90)| - N

d (3.16)

Vermoge des Snell‘schen Brechungsgesetzes
nysin(f) = ne,sin(fe,), (3.17)

mit n; dem Brechungsindex fiir Luft, 1asst sich Gleichung 3.16 in Abhéngigkeit vom
Rotationswinkel # schreiben
_ 2m Ne Ty

o0) = A |cos(aresin(ny/(ne sin(0))))  cos(arcsin(n/(n, sin(6))))
Mit Hilfe der Beziehung

d.  (3.18)

cos(arcsin(zx)) = V1 — 22
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vereinfacht sich dies zu

2w Ne Ny

5(0) = — -
A \/1 — [ni/(ne sin(@))]2 \/1 — [/ (ne sir1(9))]2

d. (3.19)

Wie bereits zuvor erwahnt, hangt der Wert von n, und n, fiir ein bestimmtes Material
von der Wellenlénge ab. Diese Abhéngigkeit kann in Form des als Sellmeier-Reihe
bekannten Ausdrucks dargestellt werden.

n(A) = |1+ AN, (3.20)

Diese Formel kann fiir die Dispersion im sog. Lorentz-Oszillatormodell weitab der opti-
schen Kristall-Resonanzfrequenzen hergeleitet werden, wobei die Koeffizienten A; und
B; empirisch zu bestimmende Konstanten sind. Sie sei hier nur der Vollstédndigkeit
halber erwéhnt. Auf ihre Herleitung wird in dieser Arbeit verzichtet. Der interessierte
Leser sei hierfiir auf die Fachliteratur verwiesen (siche z.B. [49]).

3.2.1.2 Auswahl der Kristallart

Fiir die Realisierung des Phasenoperators wurden vier verschiedene Kristallarten in
Betracht gezogen, Yttrium-Vanadat (YVOy), Kalzit (CaCOs3), Quarz (SiO2) und (-
Barium Borat (BBO). Fiir diese Kristalle sollen die Sellmeier-Gleichungen in einer Form
aufgelistet werden, wie man sie in Datenblattern der kristallverarbeitenden Industrie
finden kann (A in pym):

. YVO,:
0,069736
A) = 44— 2700 (1081332
1o(N) x/3,7783 2o otag ~ 0108133
0,110534
JO) = 4/4,59905 + ————20C ) 012267672
ne(A) N/ 2004813
L4 C&COgZ
0,0192064
SO =4 /2, 015162472
no(A) V 69705 + 13— oraap ~ 001516
0,0087300
JA) = 1 /2,18438 + — 21007 () 00244112
ne(A) V/ 2 20.01018
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L] SIOQ
o 010576
2 117412
\/ 35736+ 55 o7 ~ O 0174
0,010949
— . [2,38482 + 125952
\/ 382+ 5 — 0, 0125950
e BBO:
0,0184
JOA) = 4 [2,7405 + ——=°" () 01552
m0(A) \/ 20,0179
0,0128
JO) = 4 /2.3730 + ——=20 (), 00442
ne(}) \/ 20,0156

Um abwégen zu konnen, welches Material fiir die Durchfithrung des Experiments am
besten geeignet ist, sind in Tabelle 3.2 folgende wichtige Parameter fiir die Wellenlénge
A = 805,5 nm dargestellt. Dies sind die Brechungsindizes n, und n., und fiir eine
gegebene Dicke d der Winkel 6./, bei dem ein Phasenschub von 37/2 erreicht wird,
der Fehler im Phasenschub e; fiir 03,2 bei einer Winkelungenauigkeit von 0,1°, so-
wie der transversale Strahlversatz dyyqns beim Winkel 65, /5 zwischen ordentlichem und
ausserordentlichem Strahl am Ende des Kristalls, der durch die Beziehung

sin (9 — arcsin(%@))

cos (arcsin(%nw)))

o

dtrans =d-

(3.21)

gegeben ist.

Der maximale Phasenschub, der im Protokoll aus Abschnitt 3.1.2 auftreten kann ist § =
3w /2 fiir ; = 3=11. Daher ist 05,5 eine wichtige GroBe. Sie sollte einen verniinftigen
Kompromif3 zwischen Reflexionsverlusten und dem Fehler in der Phase auf Grund
endlicher Winkelprazision darstellen. Die Reflexionsverluste nehmen mit € zu und ver-
mindern somit die Detektionseffizienz. Der Winkelfehler nimmt mit kleiner werdendem
Winkelbereich Af = | 05,/ — 0y | (0 sei der Winkel bei dem kein Phasenschub stattfin-
det) zu und fiithrt zu groBerem e45. Sowohl Detektionseffizienz als auch die Genauigkeit
des Phasenschubs sind die Erfolgswahrscheinlichkeit p,,, entscheidend beeinflussende
GroBen (siche Abschnitt 3.1.4). Diese Uberlegungen machen daher bereits deutlich,
dass Quarz nicht sehr geeignet ist. Er ist im Vergleich zu den restlichen Materiali-
en nur schwach doppelbrechend, was die geringe Differenz zwischen n, und n. zeigt.
Daher miifite der Kristall, will man in etwa einen Winkel von 3./, ~ 19° erreichen,
um anndhernd einen Faktor 10 dicker sein als die anderen Kristalle. Das resultiert
wiederum in einem sehr starken Strahlversatz, was ebenfalls nicht erwiinscht ist.

Unter diesen Gesichtspunkten scheint Kalzit am vorteilhaftesten, er ist jedoch auf
Grund seiner mechanischen Figenschaften kaum in der erforderlichen Dicke von d ~
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YVO4 Ca003 SIOQ BBO

Mo 1,0716 | 1,6485 | 1,5382 | 1,6612
e 2,1852 | 1,4821 | 1,5472 | 1,5461
d [pm] 200 | 150 | 2500 | 230

Os:2 0] || 19,79 | 19,08 | 19,87 | 19,05
dirans [pm] | 34,9 | 20,3 | 3168 | 315
es [7] 0,015 | 0,017 | 0,016 | 0,017

Tabelle 3.2: Parameter fiir unterschiedliche Kristallarten.

150 pm herzustellen. Yttrium-Vanadat und Beta-Barium-Borat sind sich in ihren op-
tischen Eigenschaften &dhnlich. Auf Empfehlung der kristallverarbeitenden Industrie
beziiglich Preis und Verarbeitbarkeit fiel die Entscheidung auf YVO, Kristalle der
Dicke d = 200 pm.

3.2.1.3 Messung relativer Phasen

Da nun feststeht wie der Phasenoperator gg realisiert wird, stellt sich die Frage, wie
die relative Phasenverschiebung zwischen horizontaler und vertikaler Polarisationskom-
ponente berechnet und experimentell {iberpriift werden kann. Eine leicht zu messen-
de GroBe ist die Intensitiit! eines Lichtstrahls, oder fiir einzelne Photonen dem ent-
sprechend die Zahlrate. Deswegen ist es wiinschenswert die Phasenmessung auf eine
Intensitdtsmessung zuriickzufithren. Dafiir wird ein Analysator benétigt, der in zwei
Ausgéngen T und R die Intensitét zweier orthogonaler Polarisationen mifit. Lafit man QAS
auf eine Uberlagerung aus horizontaler und vertikaler Polarisation (z.B. |4+45)) wirken
und wéhlt dies als Eingang fiir den Analysator, 148t sich aus dem Intensitatsverhéltnis
der beiden Ausgénge die Phasenverschiebung zwischen H und V bestimmen (siehe Ab-

'Da die Detektionsfliiche in keiner Weise beriicksichtigt wird, wire aus physikalischer Sicht die
eigentlich gemessene Grofle die Leistung. Da andererseits die Detektorfliche eine Konstante ist besteht
eine Proportionalitéit zwischen diesen beiden Grofien und sie konnen in diesem Zusammenhang mehr
oder weniger synonym verwendet werden.
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Abbildung 3.2: Messung der relativen Phase zwischen horizontaler und vertikaler Polarisa-
tionskomponente.

bildung 3.2). Es gilt:

10)= — 270|451,y | 445)

Ir(6) + Ir(d)
- %(1 : 1)-(6_;6/2 6i9/2)'i2<1)

, (3.22)

:

wobei I7(0) und Ig(9) die Intensitdt im Ausgang T bzw. R in Abhéngigkeit der
Verzogerung ¢ ist. Als Polarisationsanalysator kann ein polarisierender Strahlteilerwriir-
fel in Kombination mit einer 3-Platte wie im Aufbau aus Abbildung 2.6(a) dienen. Setzt
man Gleichung 3.19 in Gleichung 3.22 ein, erhélt man die Intensitét in Abhéngigkeit
des Rotationswinkels 1(5(0)) = 1(0).

3.2.1.4 Rotation der Kristalle

Die Rotation der Kristalle erfolgt {iber motorisierte Positioniersysteme der Firma Owis
(DRT 40). Diese verwenden Zwei-Phasen Schrittmotoren, die 400 Vollschritte fiir eine
Umdrehung benétigen. Daraus ergibt sich eine Winkelauflosung von 0,9 ° /Schritt, die
durch eine Ubersetzung mittels eines Zahnriemens im Verhéltnis 1 : 3 auf 0, 3 °/Schritt
verbessert wird. Angesteuert werden die Motoren per Computer iiber eine Motorkarte
(Owis, PC-SM 32), die durch Verdnderung der angelegten Spannung zwischen jedem
Vollschritt 64 Teilschritte interpolieren kann. Dies resultiert in einer theoretisch maxi-
mal erreichbaren Winkelgenauigkeit von 0,005 °.
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3.2.1.5 Charakterisierung der Kristalle

Mit Hilfe dieser drehbaren Montierung kann die fiir jeden Kristall charakteristische
Kurve I(f) aufgenommen werden. Die Funktion 7(6) erlaubt es fiir jeden Kristall die
Winkel zu bestimmen, die dem zu setzenden Phasenschub entsprechen. Ein Beispiel
zeigt Abbildung 3.3. Zu sehen ist der theoretische Verlauf (durchgezogene Linie) sowie

0.8 1

0.6 1

04 |

Intensitat 1(6)

-30 -20 -10 0 10 20 30
Rotationswinkel 6 [°]

Abbildung 3.3: Intensitit in Abhiingigkeit des Rotationswinkels. Die Kurve (—) entspricht
dem berechneten Verlauf. Sie ist kein Fit an die gemessenen Datenpunkte (e )

die gemessenen Datenpunkte von I(6). Die Ubereinstimmung ist sehr gut, obwohl die
Kurve keinen Fit darstellt. Es ist allerdings auffillig, dafl im Experiment der minimal
erreichbare Wert bei I(6) = 0,02 liegt. Die durch Unzulénglichkeiten der Analysators?
vorgegebene, gemessene untere Grenze betrdgt im Gegensatz dazu 0,001 und kann
daher nicht zur Erklarung fiir den Offsetwert von 0,02 herangezogen werden. Fiir die
Messung wurde der Justierlaser aus Anhang A.3 verwendet. Dessen spektrale Breite
ist verantwortlich fiir den Offsetwert. Das erscheint iiberraschend, bedenkt man, dass
dessen Spektrum eine Breite von lediglich 0,3 nm besitzt. Da die gesamte Phasen-
verschiebung die horizontale und vertikale Komponente beim Durchgang durch einen
YVO,-Kristall von 200 um Dicke erfahren in der Groflenordnung von 1007 liegt ist
die effektive relative Phasenverschiebung ¢ jedoch sehr stark wellenléngenabhéingig.
Die Darstellung von () fiir drei verschiedene, um ein halbes Nanometer unterschied-
liche Wellenléngen in Abbildung 3.4(a) macht dies deutlich. Die resultierende Kurve
von [(0, A\) fur Licht mit einer endlichen spektralen Verteilung der Breite AX um
eine zentrale Wellenldnge ., laBt sich als gewichtete Uberlagerung von Kurven fiir

2Dies sind beispielsweise nicht perfekte Ausléschung der Polarisationen am PBS, Fehler in der
Justierung, etc.
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(a) 1(0) fiir verschiedene Wellenlidngen, 805,0 nm, 805,5 nm, und
806,0 nm bei fester Dicke d = 200 pm.
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(b) Theoretische Erwartung fiir I(€) fiir Licht mit einer spektra-
len Halbwertsbreite (FWHM) von 5 nm.

Abbildung 3.4: Wellenléingenabhiingigkeit von I(6)
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h ¢

drehbar &~

feststehend

Abbildung 3.5: Der Phasenoperator ¢ realisiert durch zwei doppelbrechende Kristalle mit
gekreuzten optischen Achsen.

Linienspektren (6, \;) iiber alle Wellenlédngen innerhalb der Verteilung darstellen.

I(0,AN) = > 10, I(0,)), mit Y ;=1 (3.23)

NE{AEE2}

Dabei kommt es mit zunehmender spektraler Breite zur Reduktion der Sichtbarkeit in
der Intensitdtsmodulation. Abbildung 3.4(b) zeigt eine Simulation fiir Licht mit einer
Halbwertsbreite (FWHM) von 5 nm. Da fiir das spétere Experiment Photonen der
Quelle aus Kapitel 2 verwendet werden, die eine Halbwertsbreite von 6 nm besitzen
(siche Abschnitt 2.3.1), macht diese Wellenldngenempfindlichkeit die Kristalle zunéchst
unbrauchbar. Das Problem und dessen Losung sind fiir Wellenplatten jedoch bereits
bekannt. Die hier verwendeten Kristalle entsprechen im Prinzip sog. ,,Multi-Order*-
Wellenplatten. Sie sind sensitiv beziiglich Wellenldngenénderungen. Im Gegensatz tritt
bei sog. ,,Single-Order“-Wellenplatten dieser Effekt kaum auf. Sie bestehen aus zwei
verbundenen ,, Multi-Order“-Wellenplatten, deren optische Achsen gekreuzt sind. Die
zweite Platte kompensiert dabei gerade so viel des Gesamtphasenschubs der ersten, bis
die gewiinschte Verzogerung ¢ in nullter Ordnung, anstelle des Modulo eines Vielfa-
chen von 27 bleibt. Die Kombination zweier Kristalle, von denen der erste drehbar und
der zweite feststehend montiert wird, bildet daher den Phasenoperator quS und erlaubt
somit im Experiment die Einstellung verschiedener Phasenschiibe, selbst fiir breitban-
diges Licht (siche Abbildung 3.5). Die zunéchst stérende Wellenléngensensitivitét eines
einzelnen Kristalls, kann bei der Justierung sogar zum Vorteil gereichen. Sie erlaubt
es die Achsen aller Kristalle gleich auszurichten. Es ist experimentell einfach die Ach-
senpositionen ¢ = 0° oder ¢ = 90° zu finden. Dies sind die Stellungen bei denen sich
1(0) fiir horizontale und vertikale Polarisation bei Variation von # nicht éndert. Die
beiden Félle zu unterscheiden ist allerdings etwas schwieriger. Die korrekte Lage der
optischen Achse ¢ = 90° muss nun aber lediglich fiir einen Kristall gefunden werden,
der dann als Referenz dient. Die richtige Position wird durch Vergleich der experimen-
tellen Kurve mit der theoretischen Erwartung gefunden. Jeder weitere Kristall kann
dann relativ zum ersten justiert werden, indem fiir Licht grofierer spektraler Breite
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1(0) aufgenommen wird. Sind die Achsen gekreuzt, hat I(f) eine zu Abbildung 3.3
dhnliche Form. Sind sie parallel ergibt sich eine ungeniigende Modulation wie in Abbil-
dung 3.4(b). Abbildung 3.6 zeigt die Intensitéit in Abhéngigkeit des Rotationswinkels
fiir Fluoreszenzphotonen der Quelle, wie sie im Versuch verwendet werden. Die Daten
sind mit Kompensationskristall aufgenommen. Die Photonen haben eine Wellenlénge
von ca. 11 nm (siche Abschnitt 3.2.2, Seite 52). Die Kompensation ermdglicht einen
Offset von lediglich ca. 2,5 %. Ohne Kompensation wire bei dieser spektralen Breite
ein Offset von iiber 25 % zu erwarten, vergleiche Abbildung 3.4(b).

e
08 |
-
)
= 06 |
e
2 04|
2
IS
02 |
0L X ‘ ‘ ‘ g
-30 -20 -10 0 10 20 30

Rotationswinkel 6 [°]

Abbildung 3.6: Intensitit in Abhingigkeit des Rotationswinkels fiir Fluoreszenzphotonen der
Quelle. Die Kurve (—) entspricht dem berechneten Verlauf. Sie ist kein Fit an die gemessenen
Datenpunkte (e ).

3.2.2 Detektion

Wie bereits erwahnt ist eine effiziente Detektion der Signalphotonen unabdingbar fiir
das Ubertreffen der klassischen Erfolgswahrscheinlichkeit. Ausdruck einer guten De-
tektionseffizienz ist ein moglichst hohes Verhéltnis von Koinzidenz- zu Einzelzéhlrate.
Um dies zu erreichen werden zum einen andere Detektormodule, wie in Abschnitt 2.2.3
verwendet und zum anderen wird die Einkopplung der Signalphotonen verédndert. In
Kapitel 2.1.2 wurde beschrieben, wie die Verwendung von single-mode Glasfasern zur
spektralen Begrenzung der aufzusammelnden Photonen genutzt werden kann. Dieser
Effekt ist jedoch bei der experimentellen Implementierung des Kommunikationskom-
plexitatsprotokolls, zumindest fiir die Signalphotonen nicht zielfithrend, da moglichst
fiir jedes Triggerphoton auch das dazugehorige Partner-Photon registriert werden soll.
Eine Beschréankung in der Kopplung erhoht allerdings das Risiko das Signalphoton nicht
zu detektieren und soll daher vermieden werden. Der Spiegel der den optischen Weg
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von Arm 1 in Abbildung 2.5(a) faltet wird entfernt, so dafl die Photonen in diesem Arm
ungehindert geradeaus propagieren kénnen. Dies schafft Platz fiir das Einfiigen aller
spater benotigten Komponenten. Der erste Versuch das Verhéltnis von Koinzidenzen
zu Einzelzéhlereignissen zu erhohen, besteht zunéchst darin die Signalphotonen iiber
eine Linse (f=100 mm) in die multi-mode Fasern der Detektoren aus Abschnitt 2.2.3 zu
fokussieren. So wird ein Wellenléingenbereich von ca. 11 nm erfasst. In dieser Konfigu-
ration liegt das maximal erreichbare Koinzidenz- zu Einzelzdhlratenverhiltnis bei 24%.
Dieser Wert ist zwar hoher als bei der Verwendung von single-mode Fasern (19%;, siehe
Abschnitt 2.3.1), aber ein Vergleich mit Gleichung 3.9 zeigt, dass er noch unterhalb der
fiir fiinf Parteien erforderlichen 25% liegt, von anderen negativen Einfliissen, die eine
noch hohere Rate bedingen wiirden ganz abgesehen (siche Gleichung 3.10). Bei der di-
rekten Fokussierung der Photonen auf den Detektorchip einer in der Effizienz vergleich-
baren, aber nicht fasergekoppelten APD ist das erzielte Resultat fiir n nur geringfiigig
besser. Das legt nahe, dass die Kopplung in multi-mode Fasern nicht der limitierende
Faktor ist, sondern die Effizienz der APD. Verbessert man diese kiinstlich, indem man
die Betriebsspannung um weitere 10 Volt iiber den aktuellen Wert von 17 Volt iiber
Durchbruch erhoht, (siehe Anhang A.2.9), konnen Werte bis 33% erreicht werden. Eine
derartige dauerhafte Erhohung der Betriebsspannung kann aber zur Beschadigung des
Detektorhalbleiterchips fithren, weswegen diese Losung nicht die endgiiltige sein kann.
Fiir das Experiment werden aus diesem Grund kommerzielle SLIK™ Detektormodule
der Firma Perkin Elmer (SPCM-AQR-14) verwendet. Sie besitzen neben einer aktiven
Quenching-Schaltung und einer niedrigen Dunkelzdhlrate von weniger als 100 Hz eine
sehr hohe Photon-Detektionseffizienz von bis zu 60% im Wellenldngenbereich um 800
nm. Mit diesen Modulen wird ein Koinzidenz- zu Einzelzéhlratenverhéltnis von 53%
erzielt, was eine erfolgreiche Durchfithrung des Protokolls in Aussicht stellt.
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Abbildung 3.7: Signalregistrierung.

Wahrend des Experiments sollen fiinf verschiedene Werte aufgenommen werden, die
Einzelzahlraten eines jeden der drei verwendeten Detektoren, sowie die Koinzidenzen
zwischen dem Triggerkanal und jedem der beiden Ausgénge des Polarisationsanalysa-
tors. Dafiir wird zunéchst das Triggersignal verdreifacht. Eines der drei Signale dient
zu Registrierung der Einzelzéhlrate des Triggers, und jeweils eines als Eingang fiir ein
Und-Gatter, wie es in Abschnitt 2.2.3 beschrieben ist. Die SLiK™Detektoren liefern
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TTL Pulse. Diese werden in NIM Signale umgewandelt und gleichzeitig verdoppelt,
wovon jeweils eines fiir die Registrierung der Einzelzédhlraten dient und das andere den
zweiten FEingang der Und-Gatter belegt. Die Signale fiir die Einzelzéhlraten sowie die
Ausgéinge der Und-Gatter werden an die Zahlkarte des MeBcomputers iibergeben (siehe
Abbildung 3.7). Das Koinzidenzzeitfenster betriagt 4 ns.

3.2.3 Experimenteller Aufbau

Der experimentelle Aufbau gliedert sich grob in drei Teile. Am Beginn steht die Quelle
zur Erzeugung der Einzelphotonen sowie die Priaparation des Anfangszustands. Daran
schliefit sich ein Bereich an, in dem die fiinf Parteien geméfl ihren Zufallszahlen x;
die entsprechenden Phasenschiibe mit Hilfe der YVO4-Kristalle anwenden. Am Ende
erfolgt das Auslesen des Polarisationszustands und somit die Bestimmung von f(Z).
Eine schematische Darstellung zeigt Abbildung 3.8.

Wie bereits erwdahnt wird Arm 1 nicht mehr mit einem Spiegel gefaltet. Ansonsten
bleibt die Quelle jedoch unverdndert. Arm 2 bildet den Triggerkanal. Die Photonen
werden wie in Kapitel 2 dargestellt in Single-Mode Fasern eingekoppelt und iiber das
in Abschnitt 2.2.3 beschriebene Detektormodul registriert. Um im Signalarm den Zu-
stand |+ ) zu praparieren wird die Polarisationskorrelation der Quelle in der HV-Basis
ausgenutzt. Im Triggerarm befindet sich ein Polarisator der horizontale Polarisation
transmittiert. Das hat auf Grund der Korrelationen zur Folge, dass nur vertikal pola-
risierte Photonen aus dem Signalarm zu einer Koinzidenz fithren kénnen. Sie werden
durch eine %—Platte auf —22,5° in den Zustand |+ ) transformiert. Diese Methode hat
gegeniiber der zusétzlichen Positionierung eines Polarisators im Signalarm den Vorteil,
dass Absorptionsverluste in Arm 1 vermieden werden.

In den vorangegangenen Ausfithrungen wurde der Phasenoperator als Kombination aus
zwei Kristallen beschrieben. Anstelle hinter jeden drehbaren Kristall der fiinf Partei-
en einen feststehenden zu setzen, kann jedoch auch ein Kristall der fiinffachen Dicke
am Ende positioniert werden, was ebenfalls die korrekte Kompensation des Gesamt-
phasenschubs ergibt. Fiir jede teilnehmende Partei steht folglich je ein Kristall zur
Verfiigung, der iiber einen Motor, wie er in Abschnitt 3.2.1.4 beschrieben ist, wiahrend
der Durchfithrung des Protokolls auf die Position verfahren wird, welche dem jeweiligen
Phasenschub fiir x; entspricht. Die fiinf zwei-Bit Strings x1,...x5, die der Bedingung
3.2 geniigen, erzeugt ein Zufallsgenerator. Die Winkelpositionen, die jeweils der Phase
von z; entsprechen, sind fiir jeden Kristall aus der Kurve I(#) bekannt und werden vor
Beginn des Protokolls einmalig in das Messprogramm eingegeben. Der sechste Kom-
pensatorkristall ist ebenfalls drehbar (aber nicht motorisiert) montiert. Er wird derart
justiert, dass in der Nullposition der restlichen Kristalle 6 = 0 gilt.

Die Zustandsanalyse erfolgt in der +45 °-Basis, wofiir eine %-Platte bei einem Winkel
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Abbildung 3.8: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus.

von 22,5° in Kombination mit einem polarisierenden Strahlteiler verwendet wird. Fiir
die Detektion der Signalphotonen an den beiden Ausgidngen des PBS werden die zuvor
erwihnten SLIK™ APD-Module verwendet.

3.3 Daten und Ergebnisse

Ziel des Experiments ist es, zu zeigen, dass trotz der experimentellen Beschrinkungen,
unter realistischen Bedingungen mit der heute zur Verfiigung stehenden Technik die
quantenmechanische Erfolgswahrscheinlichkeit fiir das in 3.1.2 vorgeschlagene Protokoll
iiber der des besten klassischen Protokolls liegt. Die folgenden Abschnitte beschreiben
die Durchfiihrung des Protokolls und die Erhebung der Daten sowie deren statistische
Auswertung zur experimentellen Bestimmung der quantenmechanischen Erfolgswahr-
scheinlichkeit pg,, und deren Fehler.

3.3.1 Durchfithrung

Da Wahrscheinlichkeit eine statistische Grofle ist, impliziert dies bereits, dass es mit
der einmaligen Durchfiihrung des Protokolls nicht bewendet sein kann. Das Protokoll
wird daher mehrere Male wiederholt. Ein Durchgang besteht dabei immer aus der
Erzeugung der Zufallszahlen, der Bewegung der Motoren und schliefilich dem senden
eines ,einzelnen“ Photons durch alle Kristalle sowie dessen Detektion und Zustands-
bestimmung. Um wirklich nur ein Photon zu senden, wére es beispielsweise moglich
einen Verschlufl vor dem Pumpstrahl anzubringen der sich fiir ein Zeitintervall 6ffnet,
in dem im Mittel gerade ein Fluoreszenzphotonpaar erzeugt wird. Da dies nicht sehr
praktikabel ist, werden stattdessen kontinuierlich Fluoreszenzphotonen erzeugt, aber
die Detektoren lediglich fiir eine Zeitspanne ,aktiviert, in der durchschnittlich ein
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Photon am Triggerdetektor ankommt.

3.3.2 Photonenstatistik des Triggerkanals

Die ,, Aktivierung* der Detektoren wird indirekt von der Zihlkarte des Computers vor-
genommen, indem sie die Einzel- bzw. Koinzidenzereignisse nur in bestimmten Zeit-
intervallen aufnimmt. Die statistische Verteilung der Photonenzahl, die wéhrend eines
endlichen Zeitintervalls registriert wird, hdngt grundsétzlich von der Art des Erzeu-
gungsprozesses des Lichts ab. Fiir eine Quelle kohdrenten Lichts, wie dem Pumplaser
der spontanen parametrischen Fluoreszenz, folgt sie einer Poisson-Verteilung. Da die
im Triggerkanal detektierten Fluoreszenzphotonen aus dem Umwandlungsprozess der
Photonen des Pumplasers stammen (siche Abschnitt 2.1.1), soll fiir sie ebenfalls eine
Poisson Verteilung angenommen werden. Die Wahrscheinlichkeit n Photonen in einem
bestimmten Zeitintervall T' zu registrieren, ist somit gegeben durch

ﬁn

p(n) = -l exp(—n). (3.24)

Der Mittelwert n ist abhédngig von der optischen Ausgangsleistung P des Pumplasers
und der Integrationszeit T' der Messung, n o< P - T'. Da fiir das Protokoll die Ereig-
nisse von Interesse sind, bei denen gerade ein Photon im Triggerarm registriert wird,
soll dafiir die Wahrscheinlichkeit p(1) maximiert werden. Wie aus Gleichung 3.24 tri-
vial folgt, ist p(1) maximal fiir 7 = 1. Die Ausgangsleistung des Pumplasers soll aus
verschiedenen Griinden® nicht verindert werden, d.h. es muss die Integrationszeit ge-
funden werden, fiir die n = 1 ist. Bei einem Versorgungsstrom der Pumplaserdiode von
52 mA, was einer optischen Ausgangsleistung von 12,23 mW entspricht, betréigt die
optimale Integrationszeit 200 us. Abbildung 3.9 zeigt fiir dieses Zeitintervall ein Histo-
gramm der Anzahl detektierter Photonen im Triggerarm fiir 18000 Wiederholungen.
Der Mittelwert betrdagt n = 1,08944 + 0,00783. Dafiir ergeben sich Einzelphotoner-
eignisse in 37,18 % der Falle. Ebenfalls zu sehen ist in Abbildung 3.9 die zugehorige
Poissonverteilung in blau. Die Ubereinstimmung ist gut und somit die Annahme einer
Poissonverteilung fiir die Anzahl registrierter Photonen im Triggerarm gerechtfertigt.
Vereinzelte Abweichungen ergeben sich aufgrund von experimentellen Effekten wie bei-
spielsweise der Totzeit* der Detektoren (siche hierzu auch [50]).

3wie in Kapitel 2 diskutiert, #ndert sich die Wellenléinge des Pumplasers mit der Ausgangsleistung,
damit dndert sich auch die Wellenlénge der Fluoreszenzphotonen, was sich wiederum auf die Kopplung
auswirkt ... usw.

4Nach dem Auslosen eines Spannungsdurchbruchs ist eine APD fiir die Dauer des Quenchens, d.h.

des Loschens der Spannungslawine, unsensitiv (siehe Anhang A.2.7).
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Abbildung 3.9: Histogramm der Photonenzahl im Triggerdetektor bei einer Integrationszeit
von 200 ps fiir 18000 Wiederholungen mit Poissonfit (— ).

3.3.3 Datenauswertung und Erfolgsrate

Um die quantenmechanische Erfolgswahrscheinlichkeit pg,, zu ermitteln, wurde das
Protokoll 18000 mal wiederholt. Eine Durchfithrung dauert ca. eine Sekunde. Der
GroBteil der Zeit wird fiir die Bewegung der Motoren benétigt. Die Erzeugung der
Zufallszahlen und die 200 us Integrationszeit sind dabei vernachléssigbar. Die gesamte
Messdauer betréagt folglich in etwa fiinf Stunden. Aus den Rohdaten werden bei der
Auswertung alle Ereignisse selektiert, in denen ein Photon im Triggerarm detektiert
wurde. Dies ist bel Zy; s = 6692 Durchgéingen der Fall, was 37, 18 % entspricht (siche
Abbildung 3.9). Aus diesen giiltigen Durchgédngen wurde Zj.;,, = 3025 Mal das Part-
nerphoton in einem Ausgang des PBS registriert. Das entspricht einem Koinzidenz- zu
Einzelzahlratenverhéltnis von ¢ = 45,20 %. Dessen Abweichung von den in Abschnitt
3.2.2 erwihnten 53 % ist durch die Transmissionsverluste der optischen Komponen-
ten zu erkldren. Nach Einfiigen des PBS reduziert sie sich bereits auf 51 % und wird
durch jeden Kristall bzw. Wellenplatte in etwa um weitere 0,7 % vermindert. Von den
Zoin = 3025 Koinzidenzen wurde Z,,,, = 101 mal im falschen und Z.,, = 2924 mal im
richtigen Ausgang detektiert. Das Verhéltnis ¢ = Zoor/Zgoin = 96,66 % kann als Maf}
dafiir betrachtet werden, wie gut der Phasenschub mittels der Kristalle gesetzt wird.
Bei Z,.,, = 3667 Durchgéngen wurde keine Koinzidenz detektiert. In diesen Féllen
wurde der Wert von f(Z) erraten, was mit 50 % Wahrscheinlichkeit zum Erfolg fiihrt.
Daraus la8t sich bereits ein Wert fiir die experimentelle Quantenerfolgswahrscheinlich-
keit abschétzen:

Pam = 0,4520 - 0, 9666 + 0, 5480 - 0,5 = 71,09 %. (3.25)
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Allerdings wird nur im Grenzwert fiir Z,.,,, gegen unendlich exakt in der Hilfte der Falle
richtig geraten. Fiir eine endliche Zahl wird die Rate moglicherweise etwas dariiber oder
darunter liegen. Deswegen wurde der Auswertungsprozess fiir die selben Daten 3000
mal wiederholt. Dabei treten Félle auf, in denen man etwas mehr Gliick beim Raten hat
und solche bei denen man weniger Gliick hat. Dementsprechend schwankt auch py,, mit
einer gewissen Breite um den Wert von 71,09 %. Die unterschiedlichen Werte fiir pg,
aus den 3000 Auswertungen wurden wieder in ein Histogramm gefiillt, das Abbildung
3.10 zeigt. Es ergibt sich eine Normalverteilung um den Wert von Gleichung 3.25, deren
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Abbildung 3.10: Histogramm der experimentellen Quantenerfolgsrate mit GauBfit (— ) an
die Verteilung.

Breite als Fehler fiir p,, interpretiert werden kann. Die Breite héngt lediglich von Z,,,
und somit indirekt von Z; s ab, jedoch nicht von der Anzahl der Wiederholungen bei
der Datenauswertung. Die Zahl von 3000 Wiederholungen wurde lediglich gewahlt um
eine verniinftige Darstellung durch ein Histogramm zu ermoglichen. Ein Gauf}fit mit
einer Breite von 1,04 % (FWHM) an die erhaltene Verteilung ergibt schlielich das
Endergebnis von

Pgm = 71,09 £ 0,52 %. (3.26)

Das liegt signifikant iiber dem klassischen Limit von py; = 62,5 %. Abbildung 3.11 zeigt
den zeitlichen Verlauf dreier Gréflen wiahrend der Messung. Dies sind die Erfolgsrate
und das Koinzidenz- zu Einzelzéhlratenverhéltnis ¢ sowie die Rate korrekter Detek-
tionen p. Man sieht, dass sich o bereits nach knapp 4000 Wiederholungen auf einen
konstanten Wert einpendelt. Fiir ¢ und p,,, dauert dieser Vorgang etwas ldnger, aber
ab ca. 14000 Durchgéngen erlangen auch sie einen annéhernd konstanten Wert. Aus all
den vorangegangen Betrachtungen und Abbildung 3.11 wird ebenfalls deutlich, dass in
der Tat p und ¢ die entscheidenden Parameter des Experiments sind. Der anfiangliche
Abfall von ¢ wird durch den Anstieg von ¢ kompensiert, aber sobald g seinen Mittelwert
erreicht hat, folgt die Erfolgsrate exakt den Schwankungen von ¢. Die verschiedenen,
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in Gleichung 3.10 vorkommenden, Gréflen konnen in o und ¢ zusammengefasst werden.
Die Parameter s und p spiegeln sich in p wieder und die Transmission der Komponenten
t, zusammen mit der Detektionseffizienz 1 werden in ¢ beriicksichtigt.

Die Verwendung effizienter Detektoren und eine ebenso einfache, wie gute Technik
mehrere Phasenschiibe mit ausreichender Genauigkeit kumulativ zu setzen, fithren in
diesem Experiment unter absolut realistischen und fairen Bedingungen zum Beweis der
Uberlegenheit der Quantenkommunikation gegeniiber ihrer klassischen Entsprechung.
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Kapitel 4

Quanten-,,Secret-Sharing*

Im vorangegangenen Kapitel wurde gezeigt, wie ein zunéchst fiir die Verwendung ver-
schrankter Teilchen formuliertes Mehrparteien-Kommunikationsprotokoll mittels se-
quenzieller Ubertragung eines einzelnen Qubits auf analoge Weise mit verhiltnisméBig
geringerem Aufwand realisiert werden kann. Dieser Ansatz soll im Folgenden dazu ver-
wendet werden, ein anderes typisches Kommunikationsproblem fiir mehrere Parteien,
das sog. ,,Secret-Sharing“, auf quantenmechanischem Weg zu 16sen. Dieses Kapitel er-
klart daher zunéichst allgemein was man unter dem Begriff ,,Secret-Sharing* zu verste-
hen hat. Es zeigt klassische Verfahren auf, die zur Losung eines derartigen Kommuni-
kationsszenarios gewohnlich verwendet werden. Dem gegeniibergestellt werden quaten-
mechanische verschrinkungsbasierte Protokolle. Ein neues Protokoll wird eingefiihrt,
das mit einzelnen Photonen eine dquivalente Problemlosung liefert. Ausgehend von
dem Versuchsaufbau aus Kapitel 3 werden die experimentelle Implementierung dieses
Protokolls sowie die gewonnen Ergebnisse présentiert.

4.1 Theoretische Grundlagen

4.1.1 ,,Secret-Sharing“ - Das Problem

Wie der Name ,,Secret-Sharing* bereits vermuten lédsst, behandelt dieses Kommunika-
tionsproblem die Aufteilung eines Geheimnises. Dabei ist in der Tat gemeint, dass die
geheime Nachricht auf mehrere Parteien aufgeteilt und nicht einfach nur verteilt wird.
Das Prinzip lédsst sich am besten an Hand eines Standardbeispiels verdeutlichen [51]:

Die Aktivierung der Abschusequenz von Nuklearraketen sei durch einen geheimen Co-
de geschiitzt. Es soll sichergestellt werden, dass die Entscheidungsgewalt iiber deren
Abschuf} nicht alleine bei einer Person liegt. Vielmehr soll es dafiir mindestens dreier
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Personen bediirfen. Eine Moglichkeit dieses Problem zu 16sen besteht darin, den Code
in drei Teile zu zerlegen und diese an drei Personen zu verteilen. Jede Einzelperson
fiir sich genommen kann dabei nichts bewirken, da sie nur ein drittel der benétigten
Information besitzt. Selbst zwei Personen zusammen wéren nicht ausreichend. Ledig-
lich die Zusammenarbeit aller drei kann den Abschuf} initialisieren. Dieses Szenario
impliziert eine Menge an Variationen. Beispielsweise konnte man verlangen, dass ent-
weder der Président alleine oder drei seiner wichtigsten Minister zusammen die Rakete
starten konnen. Es wére auch noch komplizierter denkbar, z.B. der Président allei-
ne oder drei Minister oder falls weder drei Minister noch der Prisident abkémmlich
sind, reicht ein Minister zusammen mit fiinf Beschéftigten des Verteidigungsministe-
riums, von denen mindestens vier bereits ldnger als zehn Jahre dort arbeiten, usw.
Alle Aufteilungsmoglichkeiten die man dabei im Kopf haben mag, lassen sich mathe-
matisch durch den Begriff des (m, n)-Schwellenschemas modellieren. Bei einem (m,n)-
Schwellenschema wird eine geheime Nachricht in n Teile zerteilt, wovon jede beliebige
Kombination von m Teilen ausreicht um die Nachricht zu rekonstruieren.

4.1.2 Klassische ,,Secret-Sharing*“ Protokolle

Es gibt eine Reihe von klassischen , Secret-Sharing Protokollen, wovon hier zwei ex-
emplarisch vorgestellt werden sollen. Das erste ist sehr allgemein und soll dem Leser
lediglich eine Idee vermitteln wie ein (m,n)-Schwellenschema, mit m # n, mathema-
tisch in einer Weise umgesetzt werden kann, dass tatsdchlich jede beliebige Teilmenge
von m Parteien ein auf n Parteien verteiltes Geheimnis rekonstruieren kann. Es ist fiir
das Verstdndnis der weiteren Abschnitte nicht zwingend erforderlich und kann daher
beim Lesen auch iibersprungen werden. Das zweite Protokoll ist sehr einfach und zeigt
wie eine Person Alice eine geheime Nachricht derart an zwei Parteien Bob und Charlie
verteilen kann, dass nur beide gemeinsam in der Lage sind die Nachricht zu lesen. Es
stellt die Verkniipfung zwischen klassischen und quantenmechanischen Protokollen her.

4.1.2.1 Ein (m,n)-Schwellenschema

Das nachfolgende Protokoll basiert auf der Verwendung von polynomialen Gleichungs-
systemen und beruht auf der Tatsache, dass zur eindeutigen Bestimmung vom m Un-
bekannten genau m Gleichungen gelost werden miissen [51]:

1. Man wéhle eine Primzahl p, die sowohl gréfler als die maximale Anzahl an Ge-
heimnisteilen n als auch grofler als die maximal mogliche Lange des Geheimnises
ist und generiere ein beliebiges Polynom vom Grad m — 1:

F(z) = (cm12™ " + g™ 2 + -+ + Cm—(m—l)l'm_(m_l) + Cp—mx™™ ™) mod p
(4.1)
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2. Die Koeffizienten c,_1,...,Cpn—(m-1) sind zuféllig und geheim und der Letzte
Cm—m 18t das aufzuteilende Geheimnis M.

3. Man erzeuge die n Geheimnisteile k; mit ¢ = 1,2, ..., n in der Weise, dass
k; = F(x;), mitax; =i (4.2)
gilt.
4. Man vernichte bzw. 16sche alle Koeffizienten c,,_1, ..., ¢p—(m-1) und verteile die

k; an die beteiligten Parteien.

5. Zur Rekonstruktion muss das Gleichungssystem

m—(m—1)

(Cm1l 4 Cpal 2+ -1y + Ceml™™™)  mod p = ky,

—(m—1)

(Conet I8 ool 2 - cm_(m_l)l;n + Cm—mly™™) mod p =k,

(=t + emali =t 4+ Cnme b+ Cnemlpn) mod p =y,

(ol a2+t ey Y ™) mod p = Ky,
(4.3)

geloBt werden, wobei {li,ls,...,l,} eine von ( ; ) = (n#'),m, moglichen m-

elementigen Teilmengen von {1,2,...,n} ist.

Um die m Unbekannten zu finden, bedarf es genau der m Gleichungen. Mehr als m
Gleichungen sind redundant und bereits m — 1 zur eindeutigen Losung nicht ausrei-
chend. Dieses Verfahren bietet, analog zum ,,one-time-pad* (siehe Kapitel 1.3), perfekte
Sicherheit, sofern die Koeffizienten zufillig ausgewéhlt werden. Selbst mit unbegrenzter
Rechenleistung konnen m — 1 Personen das Geheimnis nicht aufdecken, da eine Suche
iiber alle Moglichkeiten lediglich ergibt, dass jede denkbare Nachricht als Geheimnis in
Frage kommt.

4.1.2.2 Ein einfaches (2,2)-Schwellenschema

Das nun folgende Protokoll ist wesentlich einfacher, 1483t aber mehr Gemeinsamkei-
ten zwischen der in Kapitel 1.3 angesprochenen Kryptographie und ,Secret-Sharing*
erkennen. Eine Person, Alice, will ein Geheimnis an zwei Personen Bob und Charlie
derart verteilen, dass ausschliellich beide zusammen in der Lage sind die Nachricht
zu rekonstruieren. Das entspricht einem (2, 2)-Schwellenschema. Um dies zu erreichen,
kann Alice wie folgt vorgehen:
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1. Das zu verteilende Geheimnis sei ein Bit-String der Lange [. Alice generiert einen
zufilligen Bitstring der gleichen Lange, also eine zufillige Abfolge von Nullen und
Einsen.

2. Sie addiert die beiden Strings, Geheimnis und Zufallsstring, bitweise Modulo zwei,
wobei sich die Zufélligkeit des einen auf den Summenstring iibertréagt.

3. Alice sendet je einen der zufilligen, aber untereinander korrelierten Strings zu
Bob und zu Charlie.

Sowohl fiir Bob, als auch fiir Charlie stellt sich der Bit-String, den sie erhalten als
scheinbar zuféllige Reihung von Nullen und Einsen dar. Wenn beide jedoch zusammen
arbeiten und ihre Strings erneut addieren, wird die Nachricht preisgegeben.

Wie bei der Kryptographie bleibt aber auch hier bei beiden Protokollen die Frage zu
klaren, wie die Parteien trotz Lauschangriffen von Auflenstehenden auf sichere Weise
in den Besitz der Teilgeheimnisse kommen. Ein weiteres Problem, das sich bei ,,Secret-
Sharing“ Protokollen ergibt, ist die Anwesenheit von Betriigern innerhalb der betei-
ligten Personen. Es kann nicht ausgeschlossen werden, dass eine der Parteien versucht
in den Besitz der anderen Teilgeheimnisse zu kommen um die Nachricht alleine rekon-
struieren zu kénnen.

4.1.3 Ein verschrinkungsbasiertes quantenmechanisches Pro-
tokoll

Sowohl die sichere Verteilung der Teilgeheimnisse gegen Abhérattacken von auflerhalb
als auch die Enttarnung von Betriigern innerhalb der beteiligten Parteien, kann durch
die Verwendung quantenmechanischer Protokolle sichergestellt werden.

Grundsatzlich kénnte Alice ein beliebiges Quantenkryptographieprotokoll, beispiels-
weise das in Abschnitt 1.3 angesprochene Ekert Protokoll, verwenden um die Teilge-
heimnisse sicher an Bob und Charlie zu iibermitteln. Die Aufteilung der Nachricht in
Teilstiicke wiirde hierbei nach wie vor durch klassische Protokolle erfolgen, lediglich
deren sichere Ubertragung wiirde quantenmechanisch durchgefiihrt. Alice miifite dafiir
allerdings sowohl mit Bob als auch mit Charlie einen Ubertragungsschliissel etablie-
ren, der dann jeweils fiir den sicheren Austausch der beiden Geheimnisteile verwendet
werden kann, was mit einigen Kommunikationsschritten, bereits im Vorfeld des eigent-
lichen ,,Secret-Sharing* Protokolls, verbunden wére. Dariiberhinaus ist die Aufteilung
einer Nachricht, wie sie im obigen Protokoll 4.1.2.2 beschrieben ist, fiir mehr als zwei
Parteien keine triviale Angelegenheit mehr. Es gibt ein Quanten , Secret-Sharing* Pro-
tokoll [52], das mit Hilfe eines verschriankten Mehrteilchenzustands sowohl die sichere
Auf- als auch Verteilung eines Geheimnisses auf einfache Weise bewerkstelligt. Da das
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Prinzip dieses Protokolls spéter auf die Verwendung einzelner Qubits iibertragen wird,
soll es hier vorgestellt werden:

Von den Parteien Alice, Bob und Charlie besitzt jede ein Photon des Drei-Teilchen
GHZ-Zustands )
V2
Dieser Zustand ist verschréankt. Er kann weder als Produkt von drei Ein-Teilchen
Zusténden, noch als Produkt eines Einteilchen Zustands mit einem verschrankten Zwei-
Teilchen Zustand geschrieben werden. Die Korrelationsfunktion FE fiir diesen Drei-
Photonen Zustand ist definiert als der Erwartungswert des Produkts dreier lokaler
Messresultate. Die Messung einer elliptischen Polarisation in drei Moden j = a, b, ¢
148t sich durch die Operatoren

Gi(61) = > kjlkj, 65) Ky 0 (4.5)
k;

|\GHZ ) = (|HHH)+|VVV)). (4.4)

darstellen, wobei jeweils das gemessene Teilchen in die Eigenzustdnde von &

1 i
|k‘j»¢j>=E(|H>+kj€¢|V>) (4.6)

mit den lokalen Reslutaten k; = £1 projiziert wird. Somit ergibt sich fiir die Korrela-
tionsfunktion

E<¢a7 ¢b7 ¢c> = <6a(¢a>6b(¢b>6c(¢0>>
= cos(Pg + b + Pc). (4.7)

Bei der Durchfiihrung des Protokolls wahlt jede Partei zuféllig zwischen zwei verschie-
denen Polarisationsmessungen aus, zum einen (0) mit den Eigenvektoren

1
V2

und zum anderen &(7/2) mit den Eigenvektoren

|+2) = —=(H)£|V)) (4.8)

1
V2

Messen Alice, Bob and Charlie beispielsweise alle in der Basis |+xz ) 148t sich |GHZ )
in folgender Form schreiben

[+y) = —= (1H) +i[V)). (4.9)

GHZ) = %[wwmﬁ |~} —),) | +2),
()~ )y + [~ )y o)) [~z ). (4.10)
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In dieser Schreibweise sieht man unmittelbar, dass Charlie das Resultat k. = +1 fiir
k, = ky bzw. k. = —1 fiir k, = —k;, erhélt. Um den Wert von Alices Bit k, in Erfahrung
zu bringen, bendttigt er allerdings das Ergebnis fiir &, von Bob.

Nach der Messung geben Bob und Charlie die gewéhlten Basen bekannt; somit kann
Alice die Durchgénge, bei denen alle Ergebnisse (anti-)korreliert sind auswéhlen. Da
jede Partei zufillig zwischen den beiden Basen wechselt, wird dabei im Mittel die
Halfte aller Durchgénge verworfen. Tabelle 4.1 zeigt die Kombinationen der Basiswahl,
die zu (anti-)korrelierten Ergebnissen fiihren. In diesen Fillen kénnen Bob und Charlie

Alice  Bob  Charlie
|+x) |£z) |£x)
gewdhlte | |£x) |L+y) |Ly)
Basis | |+y) |£z) |Ly)
) )
)

|+y) [*y) |Ez)

Tabelle 4.1: Basiskombinationen, die zu (anti-)korrelierten Ergebnissen fiihren.

gemeinsam den Bitwert von Alice aufdecken, indem sie ihre Resultate vergleichen. Bob
und Charlie kénnen dafiir z.B. Tabelle 4.2 verwenden.

Die Sicherheit dieses Protokolls gegeniiber Abhorattacken durch Aussenstehende folgt
analog zur Quantenkryptographie (siehe Abschnitt 1.3). Es soll daher der Fall betrach-
tet werden, bei dem eine der beteiligten Parteien betriigt und versucht das Geheimnis
alleine, ohne die Mithilfe des Partners zu rekonstruieren.

Angenommen Bob ist unehrlich und konnte, wie auch immer, zweier Photonen habhaft
werden, seinem eigenen und Charlies. Sein Ziel ist es, durch eine Messung an beiden
Teilchen Alices Bit zu erfahren und bei diesem Versuch unentdeckt zu bleiben, wenn
er nach der Messung, eines der Teilchen zu Charlie weitersendet. Um dies zu erreichen,
muf er, ohne Alices Basiswahl zu kennen, seine beiden Photonen in der Zwei-Teilchen
Basis 1/v2(|HH)+|VV)) oder 1/v2(|HH) 44| VV)) messen. Da Alice zufillig
zwischen einer Messung in der |4z )-Basis und der |ty )-Basis wechselt, wird er mit
Wabhrscheinlichkeit 1/2 die falsche Wahl treffen. Ist dies der Fall, treten nach der Wei-
tersendung eines der Teilchen, bei der finalen Ein-Teilchen Messung in der | £z )- bzw.
| -y )-Basis durch Charlie und ihn selbst mit fiinfzigprozentiger Wahrscheinlichkeit kei-
ne korrekten GHZ-Korrelationen auf. Die gesamte Fehlerwahrscheinlichkeit ist daher
1/4; 1/2 die falsche Basis zu wihlen und 1/2 am Ende das falsche Endergebnis zu er-
halten. Eine ausfiihrlichere Betrachtung dieser und komplizierterer Betrugsstrategien
findet sich in [52]. Die experimentelle Umsetzbarkeit des eben vorgestellten Protokolls
durch die Verwendung eines ,, Pseudo-GHZ-Zustands“! wurde in [53] demonstriert. In
dieser Arbeit soll im folgenden gezeigt werden, wie sich das Prinzip dieses Protokolls
auf die Verwendung einzelner unverschriankter Photonen iibertragen lésst.

'Es wird ein Energie-Zeitverschrinkter Zwei-Photonen Zustand verwendet.
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Charlie ... +z) |—z) |+y) |—y)

|+z) | [+2) |=z) [-y) |+y)

Bob Alice |=2) | [==) [+x) [+y) [-y)
+y) | l=y) l+y) =) [4w)

=y) | 1+y) |=y) |+z) |-=)

Tabelle 4.2: Messkorrelation fiir GHZ-Zustand.

4.1.4 Eine L6sung mit einzelnen Qubits

Ausgehend von dem in Kapitel 3 beschriebenen Experiment entstand die Idee zu einem
Quanten-,, Secret-Sharing“ Protokoll, bei dem die Auf- und Verteilung des Geheimnis-
ses durch die sequentielle Kommunikation einzelner Qubits erfolgt. Dieser Abschnitt
beschreibt das Protokoll zunéchst fiir drei Personen und stellt dann dessen kanonische
Erweiterung auf N Personen vor.

4.1.4.1 Einzel-Qubit 3-Parteien ,,Secret-Sharing*

Die teilnehmenden Parteien seien wieder Alice, Bob und Charlie genannt.
Alice préapariert ein Photon zuféllig in einem der vier Zusténde

|i$>—7(|H>i|V>) (4.11)

|+y) ﬁ(|H>iZ|V>)~ (4.12)
Ein Zustands-Paar kodiert dabei ein Bit-Paar, das heifit |+z)= +1 bzw. |-z )= —1
und analog fiir |+y ). Ein Bit wird hier aus praktischen Griinden mit den Werten +1,
anstelle der sonst iiblichen 0, 1 bezeichnet. Der Zustand des Photons lédsst sich dann in
der Form

x)a= o5 (H)+eo 1)), (4.13)

mit ¢4 = 0, ¢4 = /2, ¢4 = 7 oder ¢4 = 37w/2 darstellen. Die Messung eines der
Zustande |£x) in der | £y )-Basis und vice versa fithrt zu einem vollig zuféilligen Re-
sultat. Alice sendet das so préaparierte Photon zu Bob, der die unitédre Transformation

Ulpp) =|H)(H |+ |V )(V] (4.14)

anwendet, wobei er zufillig zwischen ¢p = 0, ¢pp = 7/2, ¢p = 7™ und ¢p = 37/2
wechselt. Dies resultiert im Zustand
1

Ix) = 7 (|H) + '@aren)| 7)) (4.15)
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Anschlielend sendet er das Teilchen weiter zu Charlie, der eine &hnliche Transformation
durchfiihrt. Charlie variiert zufillig zwischen ¢c = 0 und ¢ = 7/2. Nach der Aktion
von Charlie befindet sich das Photon im Zustand

1
’X>:E(

AbschlieBend misst Charlie das Photon in der Basis {1/v/2 (| H ) + |V ))}. Der zufillige
Phasenschub ¢¢ zusammen mit der Messung in der Basis {1/v2 (| H) £ |V ))} kann

auch als zufillige Messung in den Basen |+z) oder |+y) aufgefasst werden. Dabei

erhilt Charlie das Ergebnis 1/v/2 (| H ) 4 |V')) mit der Wahrscheinlichkeit

|H ) + e!@atontoc) |7y (4.16)

P(da, b8, 00, +) = 5 (1 +cos(¢a + ¢ + ¢c)) (4.17)

| —

und das Ergebnis 1/v/2 (| H) — |V')) mit der Wahrscheinlichkeit

P64, 65 60 —) = 5 (1= coslpa + B + ) (1.15)

Der Erwartungswert dieser Resultate ist gegeben durch

E(pa+ ¢+ ¢c) = p(da, ¢, dc, +) — p(da, ¢B, ¢c, —)
= cos(¢a + O + ¢c). (4.19)

Das entspricht exakt der Korrelationsfunktion des Dreiparteien GHZ-,,Secret-Sharing*
Protokolls des vorangegangenen Abschnitts (vergleiche Gleichung 4.7).

Um feststellen zu konnen, wann obige Schritte zur Etablierung eines gemeinsamen
Bits beitragen, teilt Bob seine Aktionen in zwei Klassen ein, in eine Klasse X, bei
der ¢p € {0,7} und eine Klasse Y, bei der ¢p € {n/2,37/2} gilt. Nach jedem
vollstdndigen Durchlauf informiert Bob Alice, ob sein Phasenschub der Klasse X oder
Y angehort. Charlie unterrichtet Alice ob seine Messung in der |+ )- oder | £y )-Basis
durchgefiithrt wurde. Alice kann so die Durchgénge auswéhlen, in denen es zu (anti-)
korrelierten Ergebnissen kommt (siehe Tabelle 4.3), was sich im Durchschnitt in der
Hilfte aller Félle ereignet. Es sei betont, dass Bob den Wert von ¢ und Charlie das

Préparationsbasis von Alice Klasse von Bob  Messbasis von Charlie

| +x) X | +x)
E= Y E=)
|+ ) X =)
|+y) Y E=

Tabelle 4.3: Kombinationen, die zu (anti-)korrelierten Ergebnissen fithren.

Ergebnis der Messung nicht bekanntgeben. Alice teilt beiden die gewahlten Mess-bzw.
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Préaparationsbasen, sowie die von Bob gewéhlte Klasse mit. Charlie kann ausgehend
von seinem Messresultat nur auf den Wert von Alices Bit schlieflen, falls er den Wert
von ¢ erfihrt, und bedarf daher der Hilfe von Bob. Selbige Uberlegung gilt umgekehrt
analog fiir Bob, der das Messergebnis von Charlie benotigt. Nachdem eine ausreichende
Menge an giiltigen Durchgéngen vorliegt, wahlt Alice daraus wahllos einen Teil aus,
fiir den die Korrelationen 6ffentlich iiberpriift werden.

4.1.4.2 Lauschangriffe und Betriigereien

Angenommen Bob ist unehrlich und sein Ziel ist es, ohne die Mithilfe von Charlie den
Wert von Alices Bit zu erfahren, indem er eine Polarisationsmessung an dem Photon
durchfiihrt, bevor er U(¢p) anwendet und das Photon zu Charlie weitersendet. Er kann
diese Messung entweder in der |£x )- oder der |ty )-Basis vollzichen. Da Alice jedoch
beliebig zwischen den Basen wechselt wird Bob in der Halfte der Fille seine Wahl falsch
treffen, was ein zufilliges Messresultat zur Folge hat. Er wendet auf den Zustand, in
den das Photon durch seine Messung projiziert wird, U(¢g) an und sendet den resul-
tierenden Zustand weiter zu Charlie. Misst Charlie derart, dass dieser Durchgang fiir
eine Korrelation in Frage kommt, hat Bob, sollte es zum offentlichen Vergleich kom-
men, eine fiinfzigprozentige Chance, dass Charlies Messergebnis mit den vermeintlichen
Einstellungen kompatibel ist. Das wird am einfachsten an einem Beispiel deutlich:

Bob miflt in der |+ )-Basis, danach sei der Zustand |+z ) und er wendet darauf U(¢p)
mit ¢p = m/2 an. Die folgenden zwei Félle, die gleichwahrscheinlich auftreten, sind zu
unterscheiden:

1. Alice hat das Photon in der |£z )-Basis prapariert. Das Protokoll lauft ohne
Fehler wie gewohnt ab und Bob weifl Alices Bitwert aus seinem Messresultat.

2. Alice hat das Photon in der |ty )-Basis préapariert, z.B. ¢4 = 37/2. Bobs Messre-
sultat ist folglich zuféllig und sei |42 ). Charlie wihlt die |+ )-Basis und Alice
erkennt diesen Durchgang als giiltig an, siehe Tabelle 4.3 Zeile 4. (Wiirde Charlie
in der |4y )-Basis messen, wiirde dieser Durchgang von Alice verworfen werden).
Aufgrund von Bobs Messung und seiner anschliefenden Transformation erhélt
Charlie das Photon im Zustand U(¢p)|+z) = U(r/2)|+x) = |+y), anstelle
von U(pa + ¢p)|+z) = UBn/2 + 7/2)|+x) = |+2 ). Charlies Messung in der
Basis |+ ) ergibt daher zuféllig eine der beiden Méglichkeiten:

(a) Er erhilt das Ergebnis |+ ). Dieses Resultat ist in Ubereinstimmung mit
U(pa+ dp)|+).

(b) Er erhélt das Ergebnis | —z ). Bob induziert einen Fehler, da das Messresultat
nicht mit den Einstellungen kompatibel ist.
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Die Gesamtwahrscheinlichkeit, dass Bob durch sein Verhalten einen Fehler herbeifiihrt,
betrégt 1/4; 1/2 die falsche Basis zu wéhlen und 1/2, dass Charlies Messergebnis nicht
zu den angegebenen Einstellungen kompatibel ist (vergleiche Abschnitt 4.1.3).

Mit einem &hnlichen Problem sieht sich auch ein externer Abhorer Eve bei einer soge-
nannten ,,intercept/resend“-Attacke (siche Seite 30) konfrontiert. Eve wihlt mit Wahr-
scheinlichkeit ein halb die falsche Messbasis, was dann wiederum in der Hélfte der
Fille dazu fithrt, dass der von Charlie am Ende detektierte Zustand nicht mit den
erwarteten Korrelationen fiir die verwendeten Einstellungen der beteiligten Parteien
ibereinstimmt. Der Abhorer verursacht so eine Fehlerrate von 25 %. Die Sicherheit
dieses Protokolls gegen Lauschangriffe von unbeteiligten Personen ergibt sich ebenfalls
aus der bewiesenen Sicherheit des von Bennett und Brassard vorgeschlagenen Quanten-
kryptographieprotokolls (BB84) [5]. Die Kommunikation eines einzelnen Qubits nach
obigem Schema zwischen jeweils zwei Parteien, kann wie ein BB84 Protokoll in den
Basen |tz ) und |ty ) verstanden werden.

In den vorangegangenen Absétzen wurde davon ausgegangen, dass bei einem Betrugs-
bzw. Abhorversuch die Messung in einer der Basen erfolgt, die auch fiir den Protokolla-
blauf verwendet wird. Dies scheint zunéchst die natiirliche Wahl zu sein. Fiir das BB84-
Protokoll kann gezeigt werden, dass der Informationsgewinn fiir den Abhorer bei einer
»intercept/resend“-Attacke in einer Protokoll-Basis am hochsten ist, was die giiltigen
Durchgéange angeht; das heifit fiir die Durchgénge, bei denen die beteiligten Parteien
die gleichen Basiseinstellungen verwendet haben. Der Informationsgewinn beziiglich
aller Durchgénge ist fiir die Verwendung einer Zwischenbasis, der sog. Breidbart-Basis
maximal (siehe [54]). Die Breidbart-Basis hat die Eigenschaft, dass sie zwischen den
Protokollbasen liegt und dabei minimalen Abstand zu beiden besitzt, in dem Sinn,
dass ihre Basisvektoren gleich groBen Uberlapp mit den Basisvektoren der einen und
der anderen Protokollbasis bilden. Da bei der Versuchsdurchfithrung eine Abhéorattacke
in der Breidbartbasis simuliert wird, soll hier kurz auf die benétigte Theorie eingegan-
gen werden (siche [55]). Die Protokollbasen seien {|x4),|x%)} und {|x%),[x4)}, und
die Breidbartbasis sei {|x{ ), |x5)}, dann gilt

[ | i) = [{xe | xb )| = maximal, mit & € {1,2} (4.20)

und

[ I xi) = [{x5 | x7)| = minimal, mit [ € {1,2} und k # L. (4.21)
Die Zusténde, die diese Bedingungen erfiillen, sind gegeben durch

1

X% ) _WGX@JFWH)

(4.22)
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und es ist

>

C a C 2 +
O Tl =[O i = =—
92—

2
Die Wahrscheinlichkeit das richtige bzw. falsche Resultat zu messen betrégt folglich

2_2+\/§
4

2 -2
o

Versucht Bob bzw. Eve einen Betrug in der Breidbartbasis, ist die Information, die er
oder sie iiber Alices Bit gewinnt, gegeben durch die Shannon Information

IS

O X = [{xe I xd) ] = (4.23)

p=10x X =[(x5 | X2 (4.24)

bzw.

g= (x5 X = (g )] = (4.25)

Iy, = 1+ plog,(p) + qlogy(q). (4.26)

Die Wahrscheinlichkeit, bei dieser Attacke ein Fehler in Charlies Messung zu verursa-
chen ist

1
Derr = 1 — (p2 + q2) =T (4.27)

Die Resistenz des Einzel-Qubit ,,Secret-Sharing“-Protokolls gegeniiber verallgemeiner-
ten Attacken, die einem Abhorer die Verwendung von Hilfsqubits und Verschrankung
gestatten, bleibt zu priifen, ist allerdings nicht Gegenstand dieser Arbeit.

4.1.4.3 Einzel-Qubit N-Parteien ,,Secret-Sharing*

Das Protokoll, das in vorangegangenem Abschnitt fiir drei Personen beschrieben wurde,
kann auf kanonische Weise auf N > 3 Parteien iibertragen werden, was im folgenden
gezeigt wird.

Anstelle eines Bobs kénnen beliebig viele N —2 Bobs By, ..., By_s zwischen Alice und
Charlie eingefiithrt werden. Alice prapariert wieder willkiirlich einen der vier Zusténde

1
) = = ([H) £ (V). (4.28)
&w:%wwﬂwm (4.29)

was sich in der Form )
)= —= (|H) + %[V | (4.30)

V2
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mit o4 =0, ¢4 = 7/2, ¢4 = 7™ oder ¢4 = 3w /2 darstellen laBt. Jeder der N — 2 Bobs
B, (k=1,2,...,N — 2) fiihrt die unitére Transformation

U(pp,) =IH)(H | +e 2 |V )(V] (4.31)

aus, wobei zuféllig zwischen ¢p, = 0, ¢p, = 7/2, ¢, = ™ und ¢p, = 37/2 gewechselt
wird. Bei einer Messung durch Charlie in der Basis {1/v2(|H) |V ))} zusammen
mit der beliebigen Wahl von ¢¢ = 0 oder ¢ = 7/2, ergibt sich die Wahrscheinlichkeit
das Ergebnis 1/v/2 (| H) + |V')) zu erhalten als

p(¢A7 ¢Bl7 cee 7¢BN727 (bC? +) = % (1 =+ cos <¢A + Z (ka + ¢C>> (432>
k

und fiir das Ergebnis 1/v/2 (| H) — |V')) als

p(¢A7¢Bl7 <. 7¢BN—27¢C7 _) = % <1 — COS (¢A + Z¢Bk + ¢C)> : (433>
k

Der Erwartungswert dieser Resultate folgt analog zum Dreiparteien Fall

E<¢Aa¢B17 . "¢BN727¢C) = p(ch,qul, s 7¢BN727¢C’+) _p(¢A7¢Bl7 s 7¢BN72’¢C> _)

= cos ((;SA + Z o, + ¢c> . (4.34)
k

Damit Alice die giiltigen Durchgénge auswéhlen kann, fiir die |cos (¢4 + >, ¢, + ¢c)| =
1 ist, teilt ihr jeder Bob die Klassenzugehorigkeit von U(¢p, ) mit und Charlie gibt ihr
die Wahl der Messbasis bekannt. Alice iiberpriift einen Teil der Korrelationen um Be-
trug oder Lauschangriff auszuschlieBen und gibt daraufhin jedem alle Klassen sowie
Praparations- und Messbasis bekannt. Charlie kann nur in Kooperation mit allen Bobs
Alices Bitwert in Erfahrung bringen. Des Gleichen gilt fiir jeden Bob in Bezug auf
Charlie und die restlichen Bobs. Es bedarf genau N — 2 Bobs und Charlie, d.h. N — 1
Personen, um die geheime Nachricht zu rekonstruieren; jede N — 2 elementige Unter-
gruppe von Parteien ist dazu nicht in der Lage.

4.2 Implementierung

Das in Abschnitt 4.1.4.3 beschriebene Protokoll soll experimentell fiir N = 6, Alice,
Charlie und vier Bobs, realisiert werden. Die hierfiir benttigten Voraussetzungen sind
bereits durch das in Kapitel 3 vorgestellte Experiment grofitenteils geschaffen. Im fol-
genden wird daher meistens auf das vorangegangene Kapitel verwiesen und lediglich
die benotigten Modifikationen des bereits vorhandenen Versuchaufbaus erklart.
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4.2.1 Realisierung der unitiaren Transformation

Um zu erkennen, wie sich die unitdre Transformation
U(¢) =|H)(H| +e?|V )(V| (4.35)

experimentell realisieren 1a8t, bedarf es lediglich einer etwas anderen Darstellungsweise.
U(¢) projiziert den Polarisationszustand | H ) auf sich selbst, d.h. 148t ihn unveréndert
und bildet den Vektor |V') auf ¢®|V') ab. Sie kann daher in der Form

_JIH) = [H)
U(g) = {!V> Loy (4.36)

geschrieben werden. Unter der Voraussetzung, dass ¢ nur die Werte 0,7/2, 7, 37/2
annehmen kann, ist Gleichung 4.36 dquivalent zu

|H) — |H)
. ' 4.37
() {|V>_>ez<w/2>xj|v>, fiir z; = {0,1,2,3}, 0

was dem Phasenoperator $ aus Gleichung 3.8 identisch ist. Wie in Abschnitt 3.2.1
ausfiihrlich beschrieben, kann diese Transformation durch geeignete Orientierung eines
YVO,-Kristalls erreicht werden.

4.2.2 Experimenteller Aufbau

Da die unitdre Transformation U(¢) dem Phasenoperator g5 entspricht, ist der expe-
rimentelle Aufbau des ,,Secret-Sharing* Protokolls dem des vorangegangenen Kapitels
sehr dhnlich. Er gliedert sich ebenfalls in drei Teile.

Am Beginn steht die Quelle zur Erzeugung der Einzelphotonen sowie die Praparation
des Anfangszustands. Dieser Teil entspricht Alice. Da in diesem Protokoll der Polarisa-
tionszustand des Photons jedoch nicht konstant |+ ) ist, sondern die Praparation zwi-
schen den Basen |+ ) und |ty ) gewechselt werden muss, wird zum einen die 3-Platte
motorisiert und zum anderen im Strahlengang eine %—Platte bei einer Winkelstellung
von 45° ergidnzt. Der Polarisator im Triggerarm transmittiert vertikale Polarisation,
d.h. es wird davon ausgegangen, dass nur horizontale Signalphotonen zu einer Koin-
zidenz fithren. Diese konnen durch Verfahren der %—Platte auf die Positionen 0°, 45°,
22,5° und —22,5° in Kombination mit der %—Platte wahlweise in die Polarisations-
zustéinde |R), | L), |+ ) und | — ) iiberfithrt werden, was | £y ) und |+ ) entspricht. Die
Winkelverdnderung erfolgt geméfl vier Computer-generierter Zufallszahlen (0, 1,2, 3).
Die Stellung der %—Platte bleibt aber stets auf 45 ° fixiert.
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Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des experimentellen Aufbaus.

Daran schliefit sich der zweite Teil an, in dem Bob B; bis Bob By jeweils die unitére
Transformation U(¢p, ) ausfithren. Jeder besitzt dafiir einen motorisierten YVO,-Kris-
tall. Der Gesamtphasenschub fiir ¢p, + ¢c = 0 wird wieder am Ende durch einen
Kristall der fiinffachen Dicke kompensiert. Die Bewegung der Kristalle wird ebenfalls
entsprechend vier Zufallszahlen vollzogen. An alle in diesem Experiment erzeugten Zu-
fallszahlen werden, abgesehen von einer Gleichverteilung, keine weiteren Bedingungen
gestellt, sie geniigen insbesondere nicht Gleichung 3.2. In Abbildung 4.2 soll dies durch
sechs einzelne Zufallszahlengeneratorsymbole (RNG) ausgedriickt werden.

Am Ende steht die Zustandsdetektion durch Charlie. Sie besteht aus einem motori-
sierten YVO,-Kristall, einer %—Platte in der Winkelstellung 22,5° gefolgt von einem
polarisierenden Strahlteiler (PBS). Die %—Platte in Kombination mit dem PBS ent-
spricht einer Detektion in der |+ )-Basis. Fiir eine Kristallstellung, bei der ¢¢ = 0 ist,
bleibt dies unverandert. Wird der Kristall in eine Position gedreht bei der ¢o = /2
ist, findet ein Wechsel in die |ty )-Basis statt. Charlie kann auf diese Weise beliebig
zwischen einer Analyse der Polarisationszustande |+ ), |—) oder |R), | L) wéhlen.

Da fiir dieses Experiment die Detektionseffizienz keine ausschlaggebende Rolle spielt,
werden die SLIK™ Module gegen die in Abschnitt 2.2.3 beschriebenen passiv gequench-
ten APDs ausgetauscht. Die Elektronik zur Aufnahme der Koinzidenzen bleibt, abge-
sehen von den Detektoren, unveréndert (siche Abbildung 3.7).

4.2.3 Umsetzung von Lauschangriffen

Nach der Durchfithrung des Protokolls soll eine , intercept/resend“-Attacke in den Pro-
tokollbasen {| £z )}, {|+y)} sowie der Breidbartbasis {|+bb)} simuliert werden, um
zu zeigen, dass die Fehlerrate in der Tat signifikant ansteigt. Der Lauschangriff soll zwi-
schen Alice und Bob Bj erfolgen, da dies fiir einen aussenstehenden Abhorer die einzig
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Alice

Abbildung 4.2: Foto des experimentellen Aufbaus.

sinnvolle Position darstellt, will er einer Transformation von Alices Bit durch einen der
Bobs zuvorkommen. Fiir die Basis {|£x)} wird daher an dieser Stelle ein Polarisa-
tor in der Winkelstellung 45 ° eingebracht. Bei nicht-linearen Polarisationen bedarf es
zusitzlich zweier Wellenplatten. Ein Polarisator mit Transmission fiir horizontale Po-
larisation zwischen zwei %—Platten jeweils bei den Winkeln 45° und —45° stellt einen
Angriff in der {|+y)}-Basis dar. Die Vektoren der Breidbartbasis sind gegeben durch

|+bb) = ﬁ(|+x>+|+y>>=%(|H>+e”/4|v>) (4.38)
—bb) = ﬁu—wﬂ—y» - % (1H)— VY. (4.39)

Um auf einen dieser Vektoren zu projizieren, bedarf es eines Polarisators in einer Stel-
lung von 22,5° inmitten zweier %—Platten bei den Winkeln —45° und +45°.

4.3 Daten und Ergebnisse

Ziel des Experiments ist die Auf- und Verteilung einer gewissen Menge an Bits in ei-
ner bestimmten Versuchszeit. Dafiir wird das Protokoll wiederholt durchgefiihrt. Dabei
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ergibt nicht jede Ausfithrung einen Bitwert. Auf Grund der Beschaffenheit des Proto-
kolls, fiithrt im Mittel nur jeder zweite Durchgang zu einem (anti-)korrelierten Bit, was
im Experiment jedoch ebenfalls nicht zu erreichen ist. Dies hat verschiedene Ursachen,
zum einen fiihrt nicht jede Triggerphotondetektion zu einem Koinzidenzereignis und
zum anderen treten selbst bei erfolgreicher paarweiser Detektion Fehler in der Polarisa-
tionsanalyse auf. Ersteres beeinflufit im wesentlichen die benétigte Messzeit, wahrend
letzteres die Qubit-Fehlerrate (QBER) bestimmt. Die nachfolgenden Abschnitte zei-
gen wieviele Bits mit dem in 4.2.2 beschriebenen Setup bei einer vorgegebenen Zahl
an Durchfiihrungen und der dafiir benotigten Zeit mit einer bestimmten Fehlerrate
ausgetauscht bzw. verteilt werden kénnen.

4.3.1 Datenauswertung

Das Protokoll wurde 25000 mal wiederholt. Eine Durchfithrung besteht aus der Er-
zeugung von sechs Zufallszahlen, dem Verfahren der Motoren auf die entsprechenden
Positionen und einer Messung der Polarisation mit einer Integrationszeit von 200 us.
Die Dauer hierfiir betrdgt dhnlich dem Kommunikationskomplexitédtsexperiment ca.
eine Sekunde, was letztlich eine gesamte Versuchsdauer von anndhernd sieben Stun-
den ergibt. Bei der Auswertung werden aus allen Ereignissen jene selektiert, bei denen
wéhrend der Integrationszeit ein Photon im Triggerarm registriert wurde. Dies ist bei
Zgige = 9129 Durchgéingen der Fall, was 36, 52 % der Gesamtzahl entspricht. Dabei wur-
de Zy,im = 2107 Mal das Partnerphoton ebenfalls detektiert, woraus ein Koinzidenz-
zu Einzelzdhlratenverhiltnis von 23,08 % folgt. Dieser Wert ist durch die Verwendung
weniger effizienter Detektoren gegeniiber dem Ergebnis aus Abschnitt 3.3.3 deutlich
verringert. Die Zahl der Ereignisse bei denen [cos (¢4 + Y, ¢B, + ¢c)| = 1 gilt, belduft
sich auf Zy;, = 982, wovon Z,,5; = 506 mal die Ergebnisse korreliert und Zy;, = 476
mal antikorreliert sind. Der Wert von Zy;, stimmt in etwa mit dem iiberein, was man
fiir eine Ein-Photonereignisrate des Triggerarms von 36 % und dem Koinzidenz- zu
Einzelzéhlratenverhiltnis von 23 % erwartet:

25000 - 0,36 - 0,23 = 1035.

Bei Z.,.. = 959 Koinzidenzen wurde das Signalphoton in Ubereinstimmung mit den
Basis- bzw. Phaseneinstellungen der sechs Parteien gemessen, wahrend bei Z,,., =
23 die Messung damit nicht im Einklang war. Daraus folgt fiir die Qubit-Fehlerrate
QBER = Zyrong/Zsin = 2,34 %. Tabelle 4.4 zeigt die ersten 32 Bits (= 8 Bytes) von
Zfin. Zu sehen ist jeweils Alices Bit b4 und die verwendete Préparationsbasis. Dem
gegeniiber steht der gemessene Bit Wert bo von Charlie in der entsprechenden Ba-
sis. Eine Detektion im transmittierten Ausgang des polarisierenden Strahlteilerwiirfels
wird mit b = +1 und dementsprechend im reflektierten mit bo = —1 assoziiert. Das
entspricht zugleich einer Messung von cos (¢ges) Mit Gges = Pa + Zizl ¢B, + ¢c und
be = cos (¢ges). Das folgt unmittelbar aus Gleichung 4.32 und 4.33 sowie der Tatsa-
che, dass der Zustand |+z ) stets im transmittierten und der Zustand |—x ) stets im
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reflektierten Ausgang detektiert wird. Ferner findet man in Tabelle 4.4 die Werte von
S DBy Yory @B, + 6c und cos ((ges). Aus der Cleichung

4
be = cos (m +) ép, + ¢c> (4.40)
k=1

kann dann mit bekanntem bs und Zizl ¢, + ¢c der Wert von ¢4 und somit von by
berechnet werden, wobei gilt ¢4 € {0,7/2} =bs = +1 und ¢4 € {7,37/2} =bs = —1.

4.3.2 Fehler der Fehlerrate

Im Abschnitt 3.3.3 des vorangegangenen Kapitels wurde der Fehler der experimentell
bestimmten Erfolgsrate durch mehrmaliges Auswerten der Daten und Plotten der da-
bei leicht unterschiedlichen Einzelwerte grafisch bestimmt. In diesem Fall wurde diese
Losung gewédhlt, da ein statistischer Beitrag sowohl vom Rateprozess im Falle ausge-
bliebener Koinzidenzdetektionen, als auch von der Anzahl fehlerhafter Koinzidenzde-
tektionen zu beachten war. Da im ,Secret-Sharing“-Protokoll der Prozess des Ratens
wegfillt, kann der Fehler der Q BFE R durch Annahme einer binomialen Verteilung ein-
fach berechnet werden. Die Binomialverteilung

ro = (1) (4.41)

X

gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein bestimmtes Ereignis bei n Ausfithrungen
eines Experiments z mal auftritt, wenn die Wahrscheinlichkeit bei einer einzelnen
Durchfithrung p betriigt. Fiir den Erwartungswert p und die Varianz o2 gilt

p=np
o? =np(l —p). (4.42)

Das Verhiltnis von Standardabweichung o zur Anzahl der Ausfithrungen n soll in
diesem Zusammenhang als Mass fiir den Fehler betrachtet werden. Fiir p = 0,0234
und n = 982 ergibt sich

7 = 0,0048. (4.43)
n
Somit ldsst sich festhalten, dass mit dem Aufbau aus Abbildung 4.2 in anné&hernd

sieben Stunden 982 Bits mit einer Fehlerrate von 2, 3440, 48 % zwischen fiinf Personen
aufgeteilt werden konnen.
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by Basis bo DBasis Zizl b, Z:Zl OB, + G €O (Gges)
T xy) 1 |Ey) 8n/2 Or /2 —1
-1 |£z) +1 |+y) 5 /2 67/2 +1
+1 |xz) -1 |+y) b /2 67/2 -1
+1 |+y) -1 |%y) 4 /2 b /2 -1
41 |xz) 41 |xy) /2 87 /2 +1
41 |+y) -1 |xz)  57m/2 5r/2 -1
41 |£x) -1 |xy) 92 107/2 1
-1 |+z) +1 |xz) 67/2 67/2 +1
+1 |xz) +1 |Ly) 3m/2 47 /2 +1
-1 |xy) +1 |£x) 97/2 97/2 +1
1 |tx) 41 |xz)  61/2 67 /2 +1
41 |xy) -1 |£z)  1w/2 17/2 1
-1 |zxy) -1 |xz) m/2 n/2 —1
-1 |+z) -1 |zy) m/2 87 /2 -1
1 |tr) 41 |xy)  Tr/2 87 /2 +1
1 |xy) 41 |+y) 1072 117/2 +1
1 |ty) 41 |xz)  Bn/2 57 /2 +1
+1 |+y) -1 |+xz) 97/2 97/2 —1
+1 |xz) +1 |zxz) 87/2 87/2 +1
-1 |xy) -1 |£=z) 3r/2 37/2 -1
+1 |£x) -1 |xy) 5m/2 67m/2 -1
-1 |zxy) -1 |xzx) n/2 n/2 -1
-1 |£y) +1 |+y) 47 /2 b /2 +1
+1 |+y) -1 |+y) 8 /2 97 /2 -1
1 |ty) 41 |ty) 812 Or /2 +1
1 |+y) 41 |+y) 672 7 /2 +1
+1 |xx) -1 |zxz) 67/2 67/2 -1
+1 |£z) +1 |zy) n/2 8 /2 +1
+1 |+y) -1 |+y) 47 /2 b /2 -1
1 |+z) +1 |+z)  61/2 67 /2 +1
+1 |+y) -1 |+y) 4 /2 5 /2 -1
+1 H:y) ~1 |+z) 512 57 /2 ~1

Tabelle 4.4: Datenauszug von Z;y,. Zu sehen ist Alices Bit b 4, sowie die Praparahonsbasm
Charlies Bit bc mit der Detektionsbasis und die Werte von S 7 b1 OBy S i1 ?B, + ¢c und

cos (Pges)-
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4.3.3 Simulation der Lauschangriffe

Eine ,intercept/resend“-Attacke wurde wie in Abschnitt 4.2.3 beschrieben durch Ein-
bringen der entsprechenden optischen Komponenten zwischen Alice und Bob B fiir
die Basen {|£z)},{|+y)} und {|£bb)} simuliert. Die Ergebnisse sind in Tabelle 4.5
zusammengefasst. Die Fehlerrate liegt in allen Féllen iiber 25 %. Fiir lineare Polari-
sation ist sie nahe am theoretischen Wert von 25 %, wihrend sie bei den elliptischen
Polarisationen mit ca. 30 % sogar dariiber liegt, was auf zusitzliche Fehler durch die
Wellenplatten zuriickzufiihren ist. Das Koinzidenz- zu Einzelzahlratenverhéltnis ist mit
8 bis 9 % um mehr als die Hélte geringer als im Fall ohne Abhorattacke. Das liegt zum
einen daran, dass auf Grund des Polarisators nurmehr die Hélfte aller Signalphotonen
die Detektoren erreicht und zum anderen an hoheren Absorptionsverlusten, hervorge-
rufen durch die zusétzlich eingebrachten optischen Komponenten.

Die Verwendung eines Polarisators ist zwar fiir einen realistischen Abhéorversuch nicht
sehr geeignet, da im Mittel die Hélfte aller Photonen absorbiert wird, was in der Regel
nicht unbemerkt bleiben diirfte. Sie zeigt allerdings dennoch dass die Qubit-Fehlerrate
deutlich ansteigt, verglichen mit der zuvor erzielten Rate von 2, 34 %.

Abschlieflend lédsst sich sagen, dass das in Abschnitt 4.1.4 vorgeschlagene ,Secret-
Sharing“-Protokoll erfolgreich experimentell umgesetzt und demonstriert werden konn-
te. Die Rate von 982 Bits in sieben Stunden ist zwar fiir jede realistische Anwen-
dung zweifelsfrei zu wenig, 18t sich aber verbessern. Alleine die Verwendung effi-
zienterer Detektoren, wie in Kapitel 3, und damit ein hoéheres Koinzidenz- zu Ein-
zelzdhlratenverhéltnis konnten die Menge etablierter Bits deutlich steigern. Da ein
Grofiteil der Zeit fiir die Bewegung der Motoren verloren geht, wire die Verwendung
akusto- oder elektrooptischer Komponenten zur Erzeugung der Phasenschiibe anzu-
denken.
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(a) ,intercept/resend“-Attacke in der |tz )-Basis

Gesamtzahl der Durchginge: 27501

Ein-Photon Triggerereignisse: 9814 35,686 %
Koinzidenz-/Einzelzéhlrate: 8,99735 %
Ein-Photon Triggerereignisse mit Koinzidenz: 452 1,64358 %

Falsche Koinzidenzen: 114 25,2212 %
korrekte Koinzidenzen: 338 74,7788 %
Qubit Fehlerrate QBER: 25,2212 42,04 %

(b) ,intercept /resend“-Attacke in der | £y )-Basis

Gesamtzahl der Durchgéinge: 24993

Ein-Photon Triggerereignisse: 9188 36,7623 %
Koinzidenz- /Einzelzéhlrate: 8,5328 %
Ein-Photon Triggerereignisse mit Koinzidenz: 409 1,63646 %
Falsche Koinzidenzen: 124 30,3178 %
korrekte Koinzidenzen: 285 69, 6822 %
Qubit Fehlerrate QBER: 30,3178 £ 2,27273 %

(c) ,intercept/resend“-Attacke in der | £bb )-Basis

Gesamtzahl der Durchgéinge: 38174

Ein-Photon Triggerereignisse: 13706 35,904 %
Koinzidenz-/Einzelzihlrate: 8,29564 %
Ein-Photon Triggerereignisse mit Koinzidenz: 588 1,54032 %
Falsche Koinzidenzen: 178 30,2721 %
korrekte Koinzidenzen: 410 69, 7279 %

Qubit Fehlerrate QBER: 30,2721 4 1,89468 %

Tabelle 4.5: Messergebnisse fiir die Simulation einer ,,intercept-resend“-Attacke in verschie-
denen Basen.
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Kapitel 5

Schluf3ibetrachtung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung einer kompakten Quelle zur effizienten Erzeu-
gung polarisationsverschrinkter Photonen im nahen infraroten Wellenldngenbereich
und deren Anwendung in verschiedenen Experimenten der Quantenkommunikation.

Es wurde zu Beginn gezeigt, dass die Verwendung einer blauen Laserdiode anstelle
eines Ionenlasers als Pumpquelle fiir spontane parametrische Fluorezenz neben einer
kompakten Bauweise bei optimierten Koplungsbedingungen auch eine effiziente Er-
zeugung polarisationsverschrinkter Photonenpaare ermoglicht. Die erzielten Zahlraten
sowie der einfache Aufbau machen die Quelle zum idealen Werkzeug fiir eine Vielzahl
von Anwendungen. Thr Einsatz in Praktikumsversuchen fiir Studenten oder Demon-
strationen in Vorlesungen ist ebenso denkbar wie die Verwendung in herkémmlichen
Laborexperimenten. Die erzeugte Polarisationsverschrinkung wurde auf verschiedene
Arten iiberpriift und bewéhrte sich bei der ndheren Untersuchung quantenmechani-
scher Korrelationen. Sie erlaubte insbesondere erfolgreich die systematische Rekon-
struktion der Schranken des CHSH-Operators. Die Entwicklung der Quelle stellt ferner
einen weiteren Schritt in Richtung einer realistischen Anwendung der Quantenkrypto-
graphie dar. Dieser Weg mit dem langfristigen Ziel eines endverbraucherfreundlichen
verschrankungsbasierten Kryptographiesystems darf nicht aus den Augen verloren wer-
den, soll die Quantenkryptographie nicht eine physikalische Spielerei bleiben. Die er-
sten Experimente mit einer dhnlichen Quelle ausserhalb einer Laborumgebung in einer
Feldanwendung fanden bereits statt [56] und man darf zuversichtlich auf weitere hoffen.

Im weiteren Verlauf der Arbeit zeigte sich ebenfalls die vielseitige Einsetzbarkeit der
Quelle. Die zeitlichen Korrelationen zwischen den paarweise generierten Photonen wur-
den in den darauffolgenden Experimenten zur Erzeugung von Einzelphotonenzustdnden
verwendet. Der erste Versuch beschiftigte sich mit der Realisierung eines Mehr-Parteien
Quantenkommunikationskomplexitédtsprotokolls, bei dem fiinf Personen durch die se-
quenzielle Kommunikation eines einzelnen Qubits eine Modulo-4 Summe berechnen.
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Zur dessen Durchfithrung bedurfte es der Implementierung eines, durch die teilneh-
menden Parteien kontrollierbaren, relativen Phasenschubs zwischen horizontaler und
vertikaler Polarisationskomponente der kommunizierten Photonen. Dafiir wurde eigens
eine Technik entwickelt, die doppelbrechende Kristalle nach dem Vorbild von Wellen-
platten verwendet. Mit dem Verfahren war es moglich, fiinf relative Phasen additiv
richtig mit einer Ungenauigkeit von lediglich 2 % zu setzen. Zusammen mit dem Ein-
satz effizienter Detektoren erlaubte die erfolgreiche Umsetzung des Versuchs erstmals
die Demonstration der Uberlegenheit einer breiten Klasse quantenmechanischer Proto-
kolle verteilter Berechnungen gegeniiber ihren klassischen Entsprechungen unter reali-
stischen Bedingungen. Ein Qubit ersetzte zwei Bit an klassischer Kommunikation. Die
Kommunikationskomplexitét schneidet hier mit dem vermeintlichen Widerspruch zu
Holevos Theorem dariiberhinaus ein interessantes Streitthema an. Zur Festlegung eines
quantenmechanischen Zustandes bedarf es im Allgemeinen einer unendlichen Menge an
Information. Ob diese Menge allerdings auch dem realen Informationsgehalt des Quants
entspricht, wird von vielen bezweifelt, denn obwohl ein Quant zwar eine kontinuierli-
che Menge an ununterscheidbaren Zustidnden annehmen kann, ist dennoch nur eine
diskrete Menge unterscheidbarer Zustéinde in Form einer Messung zugénglich. Wenn
aber ein Qubit, wie gezeigt wurde, zwei Bits an klassischer Kommunikation ersetzen
kann, miissen diese zwei Bits dann nicht in irgendeiner Weise in dem Qubit enthalten
sein? Eine Variation des Protokolls, bei dem eine noch gréflere Menge Bits substitu-
iert wird und die daher diese Frage noch deutlicher aufwirft, befindet sich bereits in
Vorbereitung.

Da dieses Komplexitétsprotokoll zunéchst fiir die Verwendung verschrankter Zustande
erdacht und erst spéter in einer modifizierten Version fiir einzelne Photonen abgeéndert
wurde, gab das Experiment ferner einen Denkanstof3, der zur Idee eines Mehrparteien
Quanten , Secret-Sharing“-Protokolls fiihrte. Der letzte Teil der Arbeit stellte daher
ein neues Verfahren ohne Verschrankung vor, bei dem eine Person ein Geheimnis an
fiinf weitere Personen aufteilt, indem sequentiell lediglich ein einzelnes Photon von
Partei zu Partei gesendet wird. Dabei zeigte sich eine erstaunliche Analogie zu Pro-
tokollen, die auf verschriinkte Zustdnde zuriickgreifen. Mit dem vorgestellten Aufbau
war es moglich 982 Bit in sieben Stunden mit einer Fehlerrate von 2,34 % zu eta-
blieren. Dies ist fiir jede realistische Anwendung zweifelsfrei zu wenig, aber dennoch
steigerungsfihig und in jedem Fall Beweis des Prinzips. Die Resistenz des Protokolls
gegen ,intercept/resend“ Abhéorattacken wurde zunéchst theoretisch diskuttiert und
letztlich experimentell ebenfalls gezeigt. Zu kldren bleibt die Frage nach der Sicher-
heit gegeniiber kohédrenten Lauschangriffen, die Hilfsqubits und Verschrinkung mit
einschliefen. Allemal ist es eine interessante Beobachtung, dass sich bestimmte Kom-
munikationsprobleme in dquivalenter Weise sowohl mit Hilfe von einzelnen als auch
verschrankten Quantensystemen losen lassen. Sie sollte Anstof fiir die Suche und das
Formulieren allgemeiner Kriterien dieser Aquivalenz sein. Das konnte wiederum zu ex-
perimentell einfacher umsetzbaren und skalierbaren Protokollen sowie einem besseren
Verstandnis fiir die Struktur quantenmechanischer Korrelationen bei Mehrteilchenver-
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schriankung fiithren.
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Anhang A

A.1 Matrixdarstellung verwendeter Vektoren und
Operatoren

A.1.1 Vektoren

A.1.1.1 Polarisationsvektoren

= (o). v=(7) (A1)



86

A.1.1.2 Bell Zustande

1

L1 1o
6+ ) = f<|HH> V= (A.6)

1

1
o) = —(HH) — vV = —| © (A7)

NG v |

—1

0

b1 1
gt = f<|Hv>+|VH>> =1 (A8)

0

0

. 1
) = 7(|Hv> v =—| (A.9)

0

A.1.2 Operatoren

A.1.2.1 Pauli Matritzen, Einheitsmatrix
0 1 0 — 1 0
U$_(10>’ O'y—(l. 0), 03—<0 _1> (A.10)

10
]1:(0 1), I,=1®1= (A.11)

oS O O =
o O = O
o= O O
_— o O O
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A.1.2.2 CHSH Observable

5 cos(20)  sin(26) A cos(f)  sin(0)
Al6) = ( sin(20) — cos(26) ) ’ B(6) = ( sin(f) — cos(0) ) (A-12)
o) (T )

A.1.2.3 Lineare Verzogerungsplatten [1]

_( €92cos?(p) + e 2 sin?(p)  2isin(p) cos(y) sin(p/2)
lam(9, ¢) = ( 2i sin() cos(p) sin(¢/2) e /2 cos?(p) + /2 sin?(yp) ) (A.14)

lam2(p) = lam(m, p) = ( Z?Egz)) _8211(82(23) ) (A.15)

lam4(p) = lam(7/2, p) =

[ €™ cos? (o) + e sin(p) V/2isin(ip) cos(ip)
- < V2isin(p) cos(yp) e cos? () + ™/ sin*(p) ) (A.16)
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A.2 APD-Parameter und ihre Zusammenhinge|2]

A.2.1 Temperatur T
A.2.2  Quenching Widerstand Rj,
A.2.3 MeBwiderstand Ry
A.2.4 Betriebsspannung Va
A.2.5 Durchbruchsspannung Vp
A.2.6 Dunkelzdhlrate Cyec
A.2.7 Totzeit T
A.2.8 Sattigung

A.2.9 Detektionseffizienz E
A.2.10 Koinzidenzrate Croin

A .2.11 Koinzidenzzeitfenster Tooin

Abbildung A.1: Ersatzschaltbild einer APD mit den Kurven fiir Spannungs- und Stromver-
lauf bei einem Durchbruch

A.2.1 Temperatur

bestimmt Dunkelzahlrate

bestimmt Durchbruchspannung

sollte daher so niedrig und konstant wie moglich gehalten werden

je kéilter, desto niedriger die Dunkelzihlrate aber keine signifikante Anderung von
Cye unter 30° C [57]
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A.2.2 Quenching Widerstand

bestimmt Totzeit

bestimmt Séttigung

sollte ungefihr bei Ry = 50AL/A liegen , mit AV =V, — Vg

typische Werte: ~ 100 — 500 k€2

A.2.3 MeBwiderstand

e wandelt Strompuls in Spannungssignal um

e typische Werte: ~ 50 k{2

A.2.4 Betriebsspannung

sollte ~ 15 — 20 Volt iiber der Durchbruchsspannung liegen

héngt daher von der Temperatur ab (wegen Vp)

bestimmt Dunkelzahlrate

bestimmt daher auch die Detektionseffizienz

bestimmt Totzeit (je hoher AV desto hoher 1)

A.2.5 Durchbruchsspannung

e hingt von Temperatur ab (annéhernd linear), sinkt wenn 7" abfillt.

e Abhingigkeit: 0,3 -

A.2.6 Dunkelzidhlrate

e nimmt mit Temperatur zu (einige 10000 Hz bei Zimmertemperatur, typisch 300 —
700 Hz bei ca. —20° C)
e hingt von AV ab, ist aber ab 30 Volt iiber Vp anndhernd konstant.

e bestimmt Detektionseflizienz.
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A.2.7 Totzeit

nimmt mit AV zu

héangt von der Quenching-Schaltung ab: 7 = Ry (Cy + Cy)

typische Werte ~ 1 — 2 usec

bestimmt Séttigung

A.2.8 Siattigung

e hingt von Totzeit ab

e senkt die Detektionseflizienz

A.2.9 Detektionseffizienz

.EO(Pd:?]Pb

P;: Detektionswahrscheinlichkeit

n: Quanteneffizienz — Wahrscheinlichkeit, daf§ ein Photon ein Elektron/Loch-
Paar erzeugt

P,=1—exp (—%): Durchbruchswahrscheinlichkeit — V. Diodenspezifische

Spannung (abhéngig von Geometrie, Material, etc.)

e hingt von Dunkelzéhlrate ab

A.2.10 Koinzidenzrate

e abhingig von Dunkelzédhlrate
e abhiingig von Detektionseffizienz

e Rate zufilliger Koinzidenzen: C0" = C3.C3 Tepin



A.2 APD-Parameter und ihre Zusammenhinge|2]

91

A.2.11 Koinzidenzzeitfenster

e bestimmt Rate zufélliger Koinzidenzen

e typische Werte einige nsec
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A.3 Justierlaser

LG-Lasertechnologies, LG808-20-R1, Laserdiodenmodul:

e cinstellbare Strahldivergenz; Grundeinstellung: kollimiert.
e cinstellbare optische Ausgangsleistung 1,84 - 10,2 mW.
e Wellenldnge A\ = 804,8 — 806, 2 nm.

e Stromversorgung: 5 V, DC

4000 700
3500 " 600 it
3000 \‘H\ ‘; “\
[ ¢ 500 ‘J \‘
g 2500 ‘\‘ “‘ 9 ‘J‘ |
é’, 2000 T “ é 400 \‘“ “Q
2 [ S 300 f |
£ | 5 I
h 1000 ‘\‘ 4“ N 200
500 L \\' 100 "s Q\.
L] 17/ \ ......... .T'_'_'_._._'T._H_.)/ Tt
° 8(‘)2 863 8(‘]4 8[‘)5 8(‘)6 8(‘)7 8[‘)8 8[‘)9 ° 8(‘)4 8(‘)5 8[‘)6 8(‘)7 868
Wellenlange 2 [nm] Wellenlange i [nm]

(a) Gemessene Wellenlénge (o) (b) Gemessene Wellenlénge (o)
A = 804,8nm und spektralen A = 806,2nm und spektralen
Breite w = 0,3nm bei 1,84 mW Breite w = 0,32nm bei 10,2 mW
opt. Ausgangsleistung. Gaufifit (—): opt. Ausgangsleistung. Gauffit (—):

—z0)2 22
y(\) = yo + Aexp(— T, y(\) = yo + Aexp(—EH0,

Abbildung A.2: Pumplaserspektrum
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